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研究の目的
本研究では,数学的に特徴のある形状をもつ曲面が用いられた建築について考察することを目的
とする.曲面の形状は,曲面上の各点における曲面の曲がり方によって決定され,この「曲面の曲
がり方」は,数学的には,曲率とよばれる量を用いて表される.すなわち,数学的に特徴的な形状
の曲面とは,曲率が特徴的な値をもつ曲面であると考えられる。そこで本研究では,曲面の曲がり
方を表すガウス曲率・平均曲率を定義し,曲面の微分幾何について述べた上で,これらの曲率が特
徴的な値をもつ極小曲面や線織面とよばれる曲面の,建築への応用について考察をおこなう。
研究の背景
建造物には,様々 な曲線・曲面が用いられており,数
学的な意図をもつて形状が決定されたものも少なくな
い.たとえば,レンガ造りの橋を支えるアーチには,鎖
やロープの両端を固定して垂らしたときに自然にできる
曲線―懸垂線―を上下反転させた形が使われているもの
がある。これは,引っ張りに強いという特性をもつ鎖や
ロープが自重を支えるために形成される形を,圧縮に強
いという特性をもつレンガに応用したものである。懸垂
線が用いられている例としては,橋のほかにも,スペイ
ンの建築家アントニ・ガウディの設計したカサ 。ミラの
屋上階のアーチ構造や,エー ロ・サーリネンによるジェ
ファーソン・メモリアルのゲートウェイ・アーチ (図1)
など多くのものがある.また,ガウディは,サグラダ・
フアミリアなどの曲面の建築を設計する際にも,ロー プ
に,各ドー ムの重さに対応したおもりを吊り下げた模型
(懸垂模型)を作ることで,曲面の形状を実験的に決定していたことが知られている(p]参照)。
ドイツの建築家フライ・オットー も懸垂模型を用いて, ドー ム型の曲面建築の形状を決定してい
る (図2).また,オットー は,ザイルネット構造や軽量膜構造とよばれる曲面建築の設計でも有名
図1:ゲートウェイ・アー チ
(出典:pttp・114)
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である.軽量膜構造の最大の特徴は,膜に働く張力に比較して,自重が十分小さいことである。こ
の特徴のため,軽量膜構造の設計の際には,与えられた枠に張つた石鹸膜を用いた模型によって形
状を決定する手法をとることが多い。表面張力に比べて自重が無視できるほど小さい石鹸膜では,
曲面は,表面積が極小となる形をとる。このような曲面は極小曲面とよばれており,数学的には,
曲面の曲がり具合を表す量の1つである「平均曲率」が,曲面上の各点で0となる曲面として得ら
オ■る。
一方,曲面の中には,直線の族によって構成される曲面―線織面―がある.線織面の形をもつ建
築では,用いられる部材自体は直線でよいため,古くから建築に応用されてきた。とくに,ねじれ
の位置にある2直線間をむすぶ直線の族によって形成される双曲放物面 (hyperbolic Paraboloid)
の形状をもつ構造は,HP構造とよばれ,様々 な建造物に用いられている。双曲放物面は,数学的
には,3次元空間における2次方程式の解集合として与えられる曲面,すなわち,2次曲面の1つ
である.同じく2次曲面の1つである一葉双曲面も,線織面であり,建築への応用がみられる。
(a)マンハイムのマルチホール        (b)形状発見のための懸垂模型
図2:ドーム型建築と懸垂模型 (出典:pq)
論文の構成
第1章では,第2章以降の準備として,3次元空間内の座標変換,外積の定義および性質,曲線
や曲面に関するいくつかの定義および性質を述べている。
第2章では,1次方程式の解集合として表される平面の次に簡単な曲面であり,建築にも古くか
ら応用されている2次曲面について,「到を参考に分類を与えている。また,2次曲面の中でも代
表的なものについては,パラメータ表示および図を与えている。本章で扱った2次曲面は,第3章
および第4章でも,重要な例として用いられている。
第3章では,ド]と [ηを参考に,まず,空間曲線の弧長パラメー タ表示を考え,曲線の曲がり方
を表す曲率・捩率の概念を導入している。そして,曲面の第一基本量を用いて曲面の面積を表し,
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さらに曲面の第二基本量を用いて,曲面の曲がり具合を表す量である,ガウス曲率・平均曲率の定
義を与えた。また,クリストッフェルの記号を用いることで,第一基本量と第二基本量の両方を用
いて定義されたガウス曲率が,第一基本量とその2階偏微分までで表されるという「ガウスの驚異
の定理」を示している.さらに,平面上の直線に相当する,曲面上の測地線の概念を導入し,3本
の測地線で囲まれた領域 (測地三角形)におけるガウス曲率の積分に円周率πを加えた値が,測地
三角形の内角の和と一致するというガウス・ボンネの定理の証明をおこなった。これは,平面上の
三角形の内角の和がπとなることの,曲面への一般化となっている。また,これを用いて,閉曲面
全体における大域的なガウス 。ボンネの定理の証明を与えた。
第4章は,本論文の中心的課題である,数学的な意味をもつ曲面の建築への応用について述べて
いる。とくに,第3章で導入したガウス曲率 。平均曲率が特徴的な値をもつ曲面については,詳し
く考察をおこなう。まず,平行曲面の概念を導入することで,ガウス曲率が正の一定値をとる曲面
と,平均曲率が0でない一定値をとる曲面は,一方から他方を構成することができることを示し
た。また,具体的にガウス曲率が正または負で一定となるそれぞれ3種の回転面を構成し,図を与
えている。次に,直線族によって構成される曲面 (線織面)について,第2章で扱つた2次曲面の
うち,双曲放物面と一葉双曲面の線織面としての表示を与えた.さらに,双曲放物面と一葉双曲面
の作り方に関する命題を示し,具体的な建築に応用されている例を述べている。また,ガウス曲率
が恒等的に0となる線織面 (可展面)は柱面・錐面・接線曲面の3種類に限られることの証明を与
え,接線曲面に似た形状をもつ建築の例を挙げた。さらに,平均曲率が恒等的に0となる曲面 (極
小曲面)について,表面積が極小となることの数学的な考察をおこなった上で,建築への応用例を
述べ,回転面である極小曲面の唯一性,および,線織面である極小曲面の唯一性に関する命題の証
明を与えている。
第5章では,「鋼を参考として,曲面を一般化した概念である可微分多様体,曲面の接平面の一
般化である接ベクトル空間などの定義をおこなっている。また,多様体上の微分形式および微分形
式の積分を定義し,境界をもつ多様体上の微分形式に関する重要な定理であるストー クスの定理を
証明なしで述べている。
第6章では,接ベクトル空間に内積の与えられた2次元可微分多様体としてリー マン曲面を定義
し,リーマン曲面上の接続形式およびレビ。チビタの共変微分の概念を用いて,第3章で証明し
たガウス。ボンネの定理が,よリー 般に, リー マン曲面に対して成り立つことを証明している。さ
らに,ガウス・ボンネの定理の一つの応用であるポアンカレ・ホップの指数定理の証明をおこなっ
た.これらの証明の際にも[4を参考としている。
本論文では,卜1で扱われている集合と位相に関する用語や性質は既知のものとしている。また,
微分積分学,線型代数についても,それぞれpl,「qぉょび卜」で扱われている基本的な用語や
性質は既知とするが, とくに必要と考えられる概念や記号,定理については付録に与えておいた。
第1章 準備
1。1 3次元空間での座標変換
3次元空間において,原点Oと,互いに直交する単位ベクトルel,c2,C3を定めることによって,
直交座標系が定まる。この座標系を{O,cl,C2,C3)と表し,{el,C2,C3}をこの座標系の基底と
よボ.
空間内に2つの直交座標系{0,cl,e2,C3}と{O′,Cl,Cち,Ct}が与えられたとき,空間内の点P
のそれぞれの座標系における座標にはどのような関係が成り立つかを考える。いま,
という関係があるとする。
A=
とおくと,c.。c′=C:・弓=場 (0,′=
て,{O,el,c2,C3}
諄 =赫 +
=ξel+ηCち十Ce:+″oCl+蜘e2+約e3
=(αllξ+α12η tt α13C+ZO)el
十(α21ξ+α22η+α23ξ+蜘)C2
+(α31ξ+α32η+α33ξ+掏)e3
?
?
?
?
?
??
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?????
?
?
?
?
?
??
??
??
??
?
?
?
?
?
?
?
↑
?
↑
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
??
?
―
―
?
?
?
?
?
?
?
?」
?
??
?
???
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
（?
?
?
?
?
?
?
，
?
―
―
?
?
?
?
?
?
?
，
?????
?
???
??
?
?
?
?
?
?
?
?
?
??
?
?
?，
?
?
?
?
?
?
?
‐??
お
*la′はクロネッカー のデルタとよばれ,o=′ならばδη=1,0≠′ならばδη=0である。
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となる。したがって,
(:)= (lli:|1言|:II::警)=ス(i)+(警)
が成り立つ。これを座標変換の式という。座標変換の式は
と表すこともできる。
逆に,直交座標系{0,cl,C2,C3}と直交行列五および(″o,νo,約)が与えられたとき,座標変換
の式が上の式となるような直交座標系{O′,cl,Cち,Ct}をつくることができる。
1.2 外積
3次元空間の2つのベクトルα=(αl,α2,α3),b=(bl,b2,b3)に対して,外積 (またはベクトル
積)αxbを
::|
て確かめられる。ただし,ι
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(1)a7×b=―b×a7
(ll)ι(ar×b)=(ιC)×b=α× (ιb)
(iil)α×(b+C)=α×b+α×C
(iV)a7×α=0
さらに,
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1.2.1 外積の幾何学的性質
{α,b}が1次独立のとき,α×bは次のような幾何学的性質をもつ。
(1)α×bは0,bに直交する。
(il)lα X blはα,bで張られる平行四辺形の面積に等しい。
(ili){α,b,α×b}は右手系をなす。
証明 (i)(o×b)。α=det(a,b,α)=0,(α×b)b=det(0,b,b)=0より成り立つ
(11)lα×blを,成分を用いて展開 。整理すると,
la7×bl=(α2b3~α3b2)2+(α3bl~αlb3)2+(αlb2~α2bl)2
=(α12+α22+α32)(b12+b22+b32)_(αlbl+α2b2+α3b3)2
=lα121b12_(ab)2
とな り,これは α,bで張 られる平行四辺形の面積 と等 しい。
(111)det(0,b,0×b)=(α×b)(a×b)=lα×b12>0でぁるから,命題 B.2より成 り立つ
1。3 空間内の平面
点P。=(■o,拗,Zo)を通り,η=(α,ら,C)≠0に垂直な平面上に点P=(″,ν,Z)があるための
条件は,
πP請=o
で表される。成分表示すると,
α(″―・ o)+b(ν―拗)+C(Z―掏)=0
となり,α=―α
"。
一bν。―cれとおけば,
α
"―
+bν―十CZ―十α==0
とも表される。2を,この平面の法ベクトル とよび,とくに lπl=1のとき単位法ベクトルとよぶ。
また,点P。=(″o,∽,ZO)を通り,点P。における2つの1次独立なベクトル
a7=(αl,α2,α3), b=(bl,b2,ら3)
によって張 られる平面上に点P=(″,ν,Z)があるための条件は,
P。言=λartt μb  (λ,μ∈R)
□
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で表される。この条件は,Pi言,α,bが1次従属であることを表しているため,
Fl″
° ν
l∽
 Zl約
|=0
と書くこともできる。
1。4 空間内の曲面
1.4.1 曲線
空間内の曲線は,Rの区間上で定義されたtの連続関数″(ι),ν(ι),Z(ι)を用いて,
C(ι)=(Z(ι),ν(ι),Z(ι))
と表される。これを,ιをパラメータとする,曲線のパラメータ表示という。ここでは空間内の曲
線について考えているが,z(ι)≡0として考えれば,以下のことは平面上の曲線に対してもいえる
ことに注意する。
曲線が滑らかなとき,すなわち,″,ν,zがιについて σ∞級関数であるとき,この曲線の各点
c(ι)における接ベクトルは,
o=ua動,o←=弊″=写彦=紛
で与えられる。さらに,曲線上の各点においてc(ι)≠0が成り立つ曲線を正則曲線という。
ここで,曲線c(ι)=(“(ι),ν(ι),Z(ι))(ι∈[α,司)に対して,卜,司から[α,可への単調増加関数
ι=t(Z) (ι(c)=α,t(α)=b)
が与えられたとする。 このとき,
こ(Z)・=C(t(Z))  (ι∈[c,」)
は,曲線 c(ι)と集合として同じ曲線を与える.この曲線こを曲線cからパラメータ変換によって
得られた曲線といい, とくに誤解のおそれがないときにはこ(2)のことをc(z)と表す。
また,曲線c(ι)(ι∈[α,切)が,
C(α)=C(b)
をみたすとき,c(ι)は閉曲線であるという。さらに,ιl≠ι2であるιl,ι2∈[α,b)に対しては,
C(ιl)≠C(ι2)
が成り立つ閉曲線 c(ι)を,単純閉曲線とよぶ。
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1.4.2  曲面
R2の開集合 び上で定義されたし,υの連続関数″(z,υ),ν(鶴,υ),Z(し,υ)に対して,
P(Z,υ)=(バし,υ),ν(Z,υ),Z(鶴,υ))
とおく。このとき,pび→R3が単射である場合に,pり,υ)は曲面片を定義するという。それぞ
れR2の領域 硫 で定義された曲面片 Pα(鶴α,υα)に対して,空間内の集合 ν が,
y=∪pα(鴫)
となっているとき,Mを曲面という.この定義から,1つの曲面片pし,υ)は1つの曲面であり,
ズし,υ)のことを,z,υをパラメータとする曲面のパラメータ表示という。
曲面のパラメータ表示P(z,υ)=(Z(%,υ),ν(Z,υ),Z(Z,υ))において,υ=ろを固定してしを動か
したとき,
C(鶴)・=P(鶴,b)=(Z(Z,b),ν(鶴,b),Z(Z,b))
は,P(し,υ)上の曲線を表す。この曲線を,pり,υ)のz曲線という。同様にz=αを固定してυを
動かしたときにできる曲線を,P(し,υ)のυ曲線という。
曲面P(%,υ)=(″(し,υ),ν(鶴,υ),Z(Z,υ))に対して,■,ν,zが鶴,υに関してθ∞級関数であり,
かつ,曲面上の各点におけるυ曲線,υ曲線の接ベクトル
pし(Z,υ)=(″しし,υ),%(Z,υ) れ(し,υ)), 多ら(し,υ)=(″υし,υ),場(υ,υ),ぁ(Z,υ))
が 1次独立であるとき,すなわち,
rank(多
 多)=2
であるとき,P(鶴,υ)は正則であるという.また,曲面yが正則な曲面片の和集合 となっていると
き,Mは正則曲面であるという。
正則な曲面片 P(し,υ)では,各点 P。=P(Zo,υ)において p。(z。,υo)とPυ(Zo,υo)によって張
られる平面が定まる。この平面を曲面の点 P。における接平面といい,接平面の単位法ベクトル
η =満
を,点P。における曲面の単位法ベクトルとよぶ。
また,び上で定義された正則曲面P(z,υ)について,び内の任意の点Pで,
陸劉,眈冽,陽釧
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のうち,少なくとも1つは0でない。いま,点Pのまわりの十分小さい領域y⊂びで,
11: 務|≠
0
であるとする。このとき,R3内の領域P(y)の″ν平面への射影をy′とすれば,逆関数定理 (定
理A2)より,し,υはy′上のσ∞級関数となる。同様にして,び上の各点のまわりで,(%,υ)は,
(・,ν),(ν,Z),(Z,・)のいずれかのσ∞級写像として表すことができることがわかる。
ここで,曲面上の領域Dが,鶴υ平面上の領域びで定義された正則な曲面片P(し,υ)と,ξη平面
上の領域yで定義された正則な曲面片9(ξ,η)に含まれているときについて考える。いま,
pび→P(び),  9y→c(y)
はそれぞれ全単射であるから,逆写像が存在する。そこで,
ク.=p-1(D),  フ・=9~1(D)
とおくと,同相写像
9:=lp~11D)。(c障)フ→」
が得られる。また,91yはσ∞級写像であり,先に述べたように,び上の各点のまわりで (%,υ)
は,(Z,ν),(ν,Z),(Z,")のいずれかのσ∞級写像として表されることから,9はθ∞級写像となっ
ている。同様に,逆写像9~1もσ∞級である。この写像9(ξ,η)吟し,υ)=0(ξ,η),υ(ξ,η))
を,座標変換という。また,合成関数の微分公式から,
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が成り立ち,rank(賛
 務)=2で
あるから,
det(::  :I)≠0
でなければならない。 この行列
(:: :|)を
, 座標変換9のヤコビ行列」りとよび,,ヤコビ行
列式det(」9)>0のときりは正の座標変換,det(J9)<0のとき9は負 座標変換であるという。
逆に,曲面pC,υ)と,θ∞級写像ψ:(ξ,η)吟9(ξ,η)=(Z(ξ,η),υ(ξ,η))で,各(ξ,η)で
det(J9)≠0であるものが与えられたとする。このとき,逆関数定理 (定理A2)よりθ∞級であ
る9~1が存在し,
,(ξ,η)=P(9C,η))
は,曲面P(z,υ)と集合として同じ曲面を与える。この,(ξ,η)を,曲面P(z,υ)から座標変換9に
よつて得られる曲面といい,誤解のおそれがない限り,P(ξ,η)と表す。
第1章 準備
命題1.1曲面P(z,υ)と,座標変換9(ξ,η)→9(ξ,η)=(Z(ξ,η),υ(ξ,η))によって得られた曲
面P(ξ,η)に対して,
満
=土
赫
が成 り立つ。ただし,正負の符号はヤコビ行列式の符号と一致する。
証明 合成関数の微分公式を用いれば,
pξ×pη=(zξ″し+驚Pυ)×(Zηpし+υηpυ)=det(」9)pし×pυ
となる。 したがってpξ×pηとPし×物 は,det(J9)>0のとき同じ向き,det(Jり)<0のとき逆
向きとなることから,命題が成り立つ。                          □
ここで,偏微分可能な″,ν,zの関数F(″,ν,Z)を用いて,
F(″,ν,Z)=0
で与えられる集合を考える。ただし,各点で,島,ら,民の少なくとも1つは0でないとする。た
とえば,F(″,ν,Z)=0上の点P。=(″o,∽,る)において鳥≠0のとき,陰関数定理 (定理Al)
から,点P。の近傍でF(″,ν,Z)=0をzについて解き,z=∫(″,ν)と表すことができる。このと
き,P(・,ν)=(″,ν,∫(",ν))とすれば,
2=(1,0,ん), pυ=(0,1,ん)  p“×pυ=(―ん,一ん,1)≠0
であるから,z=∫(Z,ν)は点P。の近傍で正則な曲面片を表し,曲面上の点P。=(zo,艶ZO)に
おける接平面の方程式は,
一■ズ″―″o)一ん(ν一νo)+(Z―掏)=0
と表される。ここで,F(",νZ)から陰関数定理によって得られたz=∫(″,ν)の偏微分は,それぞ
れん=―鳥/鳥,ん=―為/鳥であることから,両辺に鳥≠0を掛ければ,接平面の方程式は,
島 (″―・ o)+乃(ν―蜘)+鳥(Z―Zo)=0
となる。
鳥 ≠0,乃≠0のときにも同様に考えれば,F(■,ν,Z)=0は,正則な曲面片の和集合となって
おり,正則曲面を表すことがわかる。さらに,接平面に関して次の命題が得られる。
命題 1.2F(″,ν,Z)=0で表される曲面の,点P。=(■o,蜘,約)における法ベクトルは
(島(Zo,νo,ZO),FtJ(Zo,釣,約),鳥(″o,∽,約))
であり,接平面の式は
翼ズ″o,蜘,約)("一″o)+ら(″o,釣,約)(ν― 蜘 )十鳥 (″0,節,ゐ)(Z―掏 )=0
である。
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最も簡単な曲面としては,平面がある。平面は前章でみたようにz,ν,zの1次方程式
α″+bν+α+α=0
をみたす点の集合として与えられる。本章では,次に簡単な曲面と考えられる,″,ν,Zの2次方程
式で表される曲面-2次曲面―の分類を与える。その際,「4で扱われている線型代数学に関する
基本的な命題・定理については既知のものとしているが,とくに必要なものについては,付録Bに
証明なしで述べている。
2。1 2次曲面
実数 αη (o,′=1,2,3)とbl,b2,b3,Cを用いて,″,ν,zの2次方程式
F(Z,νZ)=αll・2+α22ν2+α33Z2+2α23νZ+2α31ZZ+2α1 Zν+2bl″+2b2ν+2b3Z tt C=0
をみたす点の集合として与えられる曲面を2次曲面という。ただし,2次の係数αη(o,′=1,2,3)
の少なくとも1つは0でないとし,αzθ=%。とする。
ここで ,
ス == (|:|  |::  |::) ,  b:==(bl,b2,b3) ジ1 = (11  i:)
と定め,ジー ゲルの記号 :
を用いれば,
F(″,ν,Z)=ス[",ν,Z]+2b(■,ν,Z)+C=スレ,ν,Z,11
と表すことができる。
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第2章 2次曲面
あるいは,
F(″,ν,Z)=スレ,ν,z,1]=tpスpに,η,ξ,11
となる。ここでス,スが対称行列であることから,ιPA民呼磁pも対称行列であることがわかる。
したがって, この2次曲面の式を
F′(ξ,η,ξ)=五′に,η,(1+2b′(ξ,η,ξ)+C′=ス′に,η,c,11=0
(ス
′,″は対称行列)とすれば,
ス′=tPA二 b′=((″0,約,約)ス+b)二 ご=F(″0,νo,約), ス′=tpス♪
が成り立つ。二pは直交行列であるから,A,スの行列式det,階数rankおよび符号数sgnは座標
変換に対して不変であることがわかる。ただし,実対称行列の符号数とは,正の固有値の個数と負
の固有値の個数の差を表す。
ここで,2次曲面がある点に関して対称となる条件について考える。このような点が存在すると
き,その点を2次曲面の中心という。2次曲面の中心が存在するとき,中心を原点とするような座
標変換をおこなえば,F′(ξ,η,C)=0をみたす (ξ,η,ξ)は,F′(―ξ,一η,一ξ)=0をみたす。よっ
て,2次曲面上の各点 (ξ,η,C)において,
ス′K,η,ξ]+2b′(ξ,η,ξ)+ど=五′[―ξ,一η,一ξ]+2b′(―ξ,―η,―ξ)+Cr
が成り立ち,b′=oとならなければならないことがわかる,逆にb′=oとなるような座標変換を
おこなえば,2次曲面は原点に関して対称となる。したがって,
b′=((″o,卸,約)A+b)P=0
第2章 2次曲面
となるような座標変換を考えればよい。いま,Pは正則行列,スは対称行列であることから,この
条件は
・
(努)=―(|:)
となることと同値である。ゆえに,ИI≠0のとき,上の式をみたす (″0,∽,約)は一意的に定ま
り,2次曲面の中心が一意的に決まる。このような2次曲面を有心2次曲面とよび,中心が一意的
に定まらない2次曲面を無心2次曲面とよぶ。
2.2 2次曲面の分類と標準形
実数αη(o,′=1,2,3)とbl,b2,b3,C,および,前節で定めた■,b,スを用いて,
F(″,ν,Z):=αll″2+α22ν2+α33Z2+2α23νZ+2α31Z"+2α1 ″ν+2bl″+2b2ν+2b3Z+C
=スレ,ν,Z]+2b(″,ν,Z)+C=A[″,ν,Z,11
とした とき,
F(″,ν,Z)=0
で与えられる2次曲面のrankス,rankスによる分類を考える。ただし,αz′ (0,′=1,2,3)の少な
くとも1つは0でないとし,■,スはその定め方から,零行列でない実対称行列である。
■は実対称行列であるから,定理B2より固有値は実数である。この固有値をαl,α2,α3とした
とき,定理B3より,
tPAP=(1 1 1)
となる直交行列Pをつくることができる。この直交行列Pを用いて,座標変換の式が
(I)=P (i)
となるような座標系(ξ,η,C)をとると,2次曲面の方程式は,
スレ,ν,Z]+2b(",ν,Z)+C
=tPAPIξ,η,ξ]+2(bP)。(ξ,η,C)+C
=αlξ2+α2η2+α3(2+2biξ+2bちη+2b:ξ+c=0
となる。ただし,(bl,bちb3)=bPとおいた。
改めて(ξ,η,ξ)を(z,ν,Z)として,bl,bち,b3をbl,b2,b3として りなおせば,
F(″,ν,Z)=αlZ2+α2ν2+α3Z2+2bl″+2b2ν+2b3Z+C=0
第2章 2次曲面 11
ここから,
とも1つは0でないから,
rank五≠0である。
(I)rank五=3の場合
このときαl≠0,α2≠0,α3≠0であるから,
F(″,ν,Z)=αlZ2+α2ν2+α3Z2+2bl■+2b2ν+2b3Z+C
=αl(Z+:キ)2+α2(γ■::)2+α3(Z+::)2+ど
と平方完成できる。ただし,ご=c―生重_二重 _二重 とぉぃた。したがって,座標変換
`Vl     (12     Cγ
3
(i) = (:)+ (|:′i:)
をおこなえば,2次曲面の方程式は
αlξ2+α2η2+α3(2+c′=0
となる。さらにこのとき,
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第2章 2次曲面
(11)rank五=3の場合
このときご=0であるから,必要に応じて座標軸をとりかえれば,適当な実数α,β,γ
を用いて,2次曲面の方程式は次のいずれかの形に変形できる。
十手=0師幻―Sgn到=助―手=0師A Sgn川=⇒
(II)rankス=2の場合
必要であれば座標軸をとりかえることで,αl≠o,α2≠0,α3=0としてよい。このとき,
F(″,ν,Z)=αl%2+α2ν2+2bl″+2b2ν+2b3Z tt C
=αl(″+:キ)2+α2(ν
+:i)2_卜b3Z+ご
となる。ただし,cr=c_塾重 墨重とぉぃた.さらにこのとき,
12
αl  α2
となる。ここから,rankスの値によってさらに細かい分類をおこなう。
(1)rank A=4の場合
このとき,b3≠0であるから,
F(",ぃZ)=αl(″+:き
)2_+α
2(ν+:急
)2_+2b3(Z~卜尭)
と平方完成できる。したがって,座標変換
(i) = (:)+ (携 :)
により, 2次曲面の方程式は
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となる。
を用いて,
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
αlξ2+α2η2+2b3ξ=0
がってこのとき,必要に応じて座標軸をとりかえれば,適当な実数α,β
のいずれかの形に変形することができる。
翻 勘 面:手十
多
=2ξ伸 均 Sgn川=幼
幼 鋤 面:S―
多
=て 師 均 Sgn川=o
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(11)rankス=3の場合
このときb3=0,C/≠0であるから,
■■%の=■+
と平方完成できるので,座標変換
'              (i) = (:)+ (::|]:)
をおこなうと,2次曲面の方程式は
αlξ2+α2η2+ど=0
の形になる。したがって必要に応じて座標軸をとりかえれば,適当な実数α,βを用い
て,次のいずれかの形に変形することができる。
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楕円柱面:  手 十多 =1
双曲柱面:  手―:9=1
虚楕円柱面 : 手 +多=-1
(ISgn41=1,ISgnス|=2)
(ISgn五|=1,ISgnス|=0)
(ISgnス|=3,lsgnス|=3)
(111)rankA=2の場合
このときb3=Cr=0で,
により,2次曲面の方程式は
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(III)
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(:)= (う)― (:i(it)
αlx2+2b2y+2b3Z=0
cos θ==b2/ヽ/b22.b32,  sll.θ==b3/ヽ//b224_b32
によって
となる。さらにθを,
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みたすように定め,座標変換
(う )=(:
をおこなえば,2次曲面の方程式は
αlξ2_.2、/b2 +b3 η==0
となる。したがって,適当な実数α≠0を用いて,次の形にできる.
ξ2_4αη=0(放物柱面)
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(il)rankス=2の場合
このとき,b2=b3=0,Cr≠であるから,
αlξ2+ご=0
となる。したがって,適当な実数α≠0を用いて,次のいずれかの形に変形すること
ができる。
{看
'こ
I]‡面:」If二1樽 1二:=1二]
(111)rankス=1の場合
このときb2=b3=び=0であるから,2次曲面の方程式は
平面: ξ2=0(lsgn4=lsgnス|=1)
となる。
以上のことから,2次曲面は,表2.1のように分類することができる。
rankス=4である虚でない2次曲面,すなわち,楕円面。一葉双曲面。二葉双曲面。楕円放物
面・双曲放物面の5種類を固有2次曲面という。これらの曲面の概形は図21のようになる。
2。3 接平面
前節まで と同様に,2次曲面が
F(",νZ)=αllχ2+α22ν2+α33Z2+2α23νZ+2α31Z″+2α12″ν+2bl″+2b2ν+2b3Z+C=0
で与えられているとする。この とき,
鳥 (・,ν,Z)=2αll″+2α12ν+2α13Z+2bl
乃 (",ν,Z)=2α21″+2α22ν+2α23Z+2b2
鳥 (",ν,Z)=2α31″+2α32ν+2α33Z+2b3
である。 したがつて,命題 12により,2次曲面上の点 (z。,νo,約)における接平面の方程式は,
(αllZo+α12節+α13掏+bl)(″―・ o)+(α21″0+α22蜘+α23ゐ+b2)(ν~ o)
+(α31■0+α32節+α33匈+b3)(Z~絢)=0
となる。点 (z。,νo,約)は2次曲面 F(■,ν,Z)=0上の点であるか ら,一bl″。―b2節~b3ZO=
bl″0+ら2節+b3約+Cが成 り立ち,接平面の方程式は
(αll・o+α12節+α13ZO+bl)″+(α21″0+α22νO+α23れ+b2)ν
十(α31″0+α32節+α33豹+b3)Z+blZo+b2節+b3掏+C=0
とも表される。
15
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(a)楕円面
(b)一葉双曲面
図2.1:固有2次曲面
(c)二葉双曲面
(e)双曲放物面
(d)楕円放物面
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rank И rankスISgnス| ISgn41 2次曲面 標準形
4 3 2
?
? 楕円面
?
?〓
?
??
?
??
?
?
4 3 0 1 一葉双曲面
?〓
?
??
?
??
?
?
4 3 2 1 二葉双曲面
手
+手―
手
=-1
4 2 2 2 楕円放物面
?
??
?
?〓?
4 2 0 0 双曲放物面
?
??
?
??〓?
?
? 3 1 2次錐面
手
+手―
手 =0
3 2 2 楕円柱面
?〓
?
??
?
?
3 2 0 双曲柱面
?
?〓
?
??
?
?
3 1 放物柱面
手
十
手
=-1
2 2 0 0 交わる2平面
多
―
手
=1
2 0 1 平行2平面 z2_α2=0
3 3 3 3 点
?〓
?
??
?
??
?
?
2 2 2 2 直線
?〓
?
??
?
?
1
?
? 1 平面 π2=0
4 3 4
?
? 虚楕円面
手
+手+手=-1
3 2 3 2 虚楕円柱面
?
??
?
?
=-1
2 2 1 虚の平行2平面 z2+α2=0
表212次曲面の分類
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第3章 曲面の微分幾何
本章で扱う曲線 。曲面は,それぞれ正則曲線 。正則曲面であるものとし,関数はσ∞級であるも
のとする。曲面の微分幾何では,基本的には1つの正則な曲面片に注目する。そのため微分幾何に
おいては,曲面上の各点における量が,その点を含む曲面片のとり方によらないこと,すなわち,
座標変換によって不変な量であることが重要となる。
3.1 空間曲線の曲率 0捩率
ιをパラメー タとする区間レ,司で定義された曲線c(ι)=(″(t),ν(ι),Z(ι))の長さ(弧長)五(c)
は
五(C)=ノibl(11)2+(1等)2+(1等)2油ι=」4bπヾ2+ν2+z2(洸=ノiblこ(ι)1洗
で与えられる。
命題 3.■曲線の長さは曲線のパラメータの取 り方によらない.
証明 パラメータ変換によって曲線の長さは不変であることを示せばよい。
区間b,司上で定義された曲線c(ι)=(・(t),ν(t),Z(t))を考える。区間卜,司からし,司の上への
単調増加関数ι=ι(z)(ιC)=α,t(d)=b)に対して,こ(Z)=C(t(Z))(Z∈卜,切 の長さ五(こ)
は,
L(こ)=Iα
l(1:)2+(1:)2+(1争)2α
z=Idl(1静
)2+(1等)2+(1等)21争
α鶴
=Ibl(1静
)2+(1等)2+(1静)2満
ι=L(C)
となり,パラメータ変換によって曲線の長さは不変であるから,曲線の長さは曲線のパラメータの
取り方によらない。                                  □
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パラメー タ表示された曲線c(ι)=(″(ι),ν(ι),Z(ι))(ι∈レ,切)に対して,区間la,」に対応する
部分の長さ s(ι)は
0=ItK劇洸
で与えられる。両辺をιで微分すれば,c(t)≠0より
穿=IC(ι)|>0
が得られる。このことから,曲線の長さJ=Z(C)とおけば,S(t)は区間b,司からЮ,司への全単
射である単調増加関数となっている。したがつて,逆関数定理 (定理A2)よりι(s)もsに関して
σ∞級となり,パラメータ変換によって,
C(S)。=C(ι(S))
と表すことができる。このパラメータsを曲線の弧長パラメータという。
ご(S)=#洸 C(t)αS IC(ι)|
であるから, とくに lc′(s)|=1であることがわかる。
3.1.1 平面曲線の曲率
弧長パラメータ表示された平面曲線c(s)=(″(S),ν(S))を考える。このとき,
2(S)=(一ν′(S),"′(S))
は,Cr(S)=(″′(S),ν′(S))と直交する単位ベクトルとなる。このη(s)を,曲線上の点c(s)におけ
る,進行方向に対して左向きの単位法線ベクトルという。
いま,c′c′=1の両辺を微分すれば,
ご′(S)C′(S)=0
が得られる。したがつて,c″(S)はC′(S)に直交するから,実数κを用いて
ご′(S)=κ(S)η(S)
と表すことができる。このκ(s)を平面曲線 c(s)の曲率とよぶ.
3.1。2 空間曲線の曲率・捩率
弧長パラメータ表示された空間内の曲線c(s)=(Z(S),νZ(S))を考える。
C(S)=C′(S)
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κ(S)2(S) C(S)
2(5) C′(S)
C″(S)=κ(S)η(S)
(b)κ(S)<0の場合
C′
′(S)=
(a)κ(S)>0の場合
図3.1.平面曲線の曲率
とすれば,lc(S)|=1である。これを空間曲線の単位接ベクトル という。ここで,
の両辺をsで微分すれば,
C′(S)C(S)=0
を得る。したがって,c′(S)は単位接ベクトル c(s)と直交する.κ(s)=IC′(S)|
率といい,κ(s)≠oのとき,c′(s)方向の単位ベクトル,すなわち
C(S)C(S)=1
を曲線 c(s)の曲
を主法線ベクトルという。
さらに,
20=器
以下では,κ(S)≠0であるとする。
b(S):=C(S)×η(S)
と定義し,従法線ベクトルとよぶ。外積の性質からb(s)はC(S),電(S)の張る平面に直交する。
ここで η・π=1を微分すると″ η=oとなるから,η′(s)はη(S)に直交する。したがって,
η′(S)はC(S),b(S)の1次結合として表される.このときのb(s)の係数7,すなわち
7(S):=η′(S)b(S)
を曲線 c(s)の捩率という.また,c・2=oを微分すると,
C′・η+e π′=κπ。2+cげ=κtte η′=o
であるから,
η′(S)=―κ(S)e(5)+7(S)b(S)
であることがわかる。
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図32空1間曲線c←)の主法線ベクトルーηls)と従法線ベタトルb(sl
3.2 ≦圏開tザ)
本節を通|して,vほR2の領域を表すものとする。
関数‐ノ:び→lRに対し,そのし,υ)∈びにおける微分ヴリ,″)細酔→Rを,
0←,→)(o,0=:ん0,υ)a十九(%o)b
によつて定める。こ―のとき,″0,υ)力鞣型写像であることは容易にわ―かる。いま,%υをそれぞ
れび上で定義されたC°・級関数と考え,その|に,)における微分を求めると,
(れにυ))にb)=% (昴(■,υ))(a,0=ι
であるから―,各(電:→∈びにおける∫の微分は,
″しb)=ん0,υ)れし,0+‐んし,υ)れし,0
と表すこと力ゞできる。
さらに,関数∫=び→Rの動 ″を,
″:=・IdJし,υ)}←″)cy
と定義する。また,関数∫,クty→Rに関し―■ 全微分4むの和ぽ+ ,々および:″の0倍
クげを,
″+4声=〔″(・,υ)+む(し,υ)}(・p)(●, gヴ:=‐七れ,→″し,。)}(→ヽcυ
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と定める。このとき,∫の釧 分げは,
″=んれ+んあ
と表すことができる。
全微分について,以下の公式が成り立つ。
(1)ご(∫+g)=げ+の
(il)α(∫g)=ク″+∫む
次に,2つの関数∫,gび→Rの全微分げ,むの積″のを定義しよう。まず,c,υ)∈びにお
いて,げむ)(0,υ):R2×R2→Rを,α,bc R2に対して,
(げの)し,υ))(0,b)・=げ°'υ))(α)(の(し,υ))(b)+げ(Z,υ))(b)(のC,υ))(a)2
であるものと定める。これを用いて,全微分J,むの積Jヵを,
げの={げの)(Z,υ)}(し,0∈び
と定義する。このとき,び上の関数∫,g,んの全微分〃,の,αんに対して,
(i)″む=のげ
(11)J(む+αん)=げむ+″dん
が成り立つ。以下,″とィの積Jげはげ2と表す.
3.2.1 ベクトル値関数の全微分
R2の領域 びに対して,ベクトル値関数P び→ R3が,P(z,υ)=(″し,υ),υ(Z,υ),Z(Z,υ))に
よって与えられているとする。このとき,Pの全微分の を,Pの各成分″(鶴,υ),ν(鶴,υ),Z(し,υ)の
全微分を成分としてもつものとして定義する。すなわち,
の =(山,ぬ,αZ)
=(″しれ +″υあ,%れ+%あ,れα鶴+ろあ )
=(″し,%,れ)αυ+(″υ,ぃ,ろ)あ
=pしαz+pυ αυ
である。
2つのベクトル値関数p:び→R3,9び→ R3の座標関数を,
P(Z,υ)=(・(υ,υ),ν(し,υ),Z(Z,υ)),   9(し,υ)=(ξ(し,υ),η(Z,υ),ξ(υ,υ)
とする。その全微分
22
ф=(α",ごν,αz)=pしご%+pυ α,  α9=(dξ,αη,αξ)=9しごZ+9υ dυ
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に対して,ф
“
を,R3の標準的な内積と同様に,
確)。αg。=αZαξ+αν α77+αZαξ
=lpし9し》施2+0し.%+%〆pυ)ああ十(pυ%)あ2
と定義する。
3.2.2 曲面上の関数
曲面″ 上の関数∫:″→Rを考える。曲面χ に含まれる,び上で定義された曲面片P(z,υ)
上では,
∫(Z,υ)。=∫lp(Z,υ))
と考えることで,∫をび上の関数とみなすことができる。この∫(z,υ)を,曲面上の関数∫のび
における局所座標表示という。ここでP(z,υ)から座標変換9(ξ,η)吟(Z(ξ,η),υ(ξ,η))によっ
て得られる曲面P(ξ,η)を考えると,∫のξη平面上の領域yにおける局所座標表示∫(ξ,η)が得ら
れる。このとき,y上の関数としての∫(ξ,η)の(ξ,η)における微分げ(ξ,η)について,
J(ξ,η)=たαξ(ξ,η)+島蒟(ξ,η)
=(九Zξ+ん■)((ξ,η)+(んZη+んυη)鉤(ξ,η)
=ん(Zξ質(ξ,η)+Zη鉤(ξ,η))+ん(υξ質(ξ,η)+υη動(ξ,η))
=ん(ξ,η)あ(ξ,η)+ん(ξ,η)あ(ξ,η)
が成り立つ。したがって,関数∫をy上の関数としてみたときにも,全微分げは,
J=九れ+んあ
と表され,曲面上の関数∫の全微分げは座標変換によって不変であることがわかる。
このことから,曲面pし,υ)上で定義されたベクトル値関数9(z,υ)=(″(Z,υ),ν(%,υ),Z(Z,υ))
の全微分α9の各成分あ,αν,αzは座標変換9(ξ,η)吟(Z(ξ,η),υ(ξ,η))によって変わらない,す
なわちご9が座標変換によって変わらないことがわかる。
3。3 第一基本形式
曲面P(z,υ)の第一基本形式Iを,
I=のの =Pυ Pし激′+2Pυ pυαzαυttpυ pυごυ2
によって定義する。全微分の が座標変換によって不変であるから,第一基本形式Iも座標変換に
よつて不変である。
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さらに,pし,pυ間の内積で与えられる3つの関数
E:=p%pし, F=pしpυ=pυ pし, G=Pυ P
を第一基本量とよぶ。第一基本量をもちいれば第一基本形式Iは
I=Eα鶴2+2F αυ αυ+G dυ2==(αし,αυ)(F g)(:サ)
と表される。ここで,P(%,υ)が正則曲面であるとき,
lpしX Pυ12=lpし121pυ12_(pしpυ)2=EG_F2>0
であることに注意する。
定理3.1%υ平面上の領域びで定義された曲面pり,υ)の面積Sについて,
S=lluνttG―F2ごしαυ
が成り立つ.ただし,E,ュGは曲面の第一基本量を表す。
この定理の証明については,「qなどの標準的な微分積分学の教科書を参照していただきたい。こ
の定理から,
αS=√百G―F2αz αυ
とおき,曲面P(z,υ)の面積要素とよぶ.
ここで,座標変換によって第一基本量がどのように変わるかをみておく。曲面pり,υ)の第一
基本量をE,民Gとし,座標変換9:(ξ,η)吟0(ξ,η),υ(ξ,η))によって得られるパラメー タ表示
P(ξ,η)=P(Z(ξ,η),υ(ξ,η))の第一基本量をE,F,Gとする。し,υの全微分れ,αυは,座標変換9
のヤコビ行列」9= (礎
 務)を
用いて,
?
?
?
?
?
?
??〓
?
?
?
?
?
?
?
?
‐
?
となるか ら,第一基本形式 Iは
I=(αZ,αυ)(F 5)(::)
=(αξ,α77)t(J9)(f g)(」9)(所)
となる。 したがつて,第^基本形式Iが座標変換によって不変であることから,
GD」のG Dσの
が成り立つ。
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3。4 第二基本形式
曲面P(し,υ)の第二基本形式Hを,曲面の単位法ベクトルπ(z,υ)の全微分αηを用いて,
Ⅱ=―の αη=-0しπしい勉2_lpしηυ+pυ・ηしいにαυ―(pυ πυ)αυ2
と定義する。
先に述べたように,確)は座標変換によって変わらない。さらに命題 11よりπは,正の座標変
換に対して不変,負の座標変換に対しては符号のみ入れ替わる。したがって,第二基本形式 Ⅱは
正の座標変換に対して不変,負の座標変換に対しては符号のみ入れ替わる。
ここで,ηはpし,pυと直交しているから
Pし η=0,  Pυπ=0
が成 り立つ。この式を鶴,υについて偏微分すれば,
pしし π+pし。ηし=0,  Pしυ・π+pu・πυ=0,
pυし η+Pυ ηυ=0,  pυυ・η+pυ ηυ=0
が成 り立つことがわかる。このとき第二基本量 五,y,Ⅳを
L=Pしし η=―Pし πし,
y=pしυ π=_pし。ηυ
=pυし π=―pυ ηし,
Ar=pυυ η=―pυ ηυ
と定義する。第二基本量を用いると第二基本形式は
と表すことができる。
ここで,座標変換9(ξ,η)吟0(ξ,η),υ(ξ,η))によって第二基本量がどのように変化するかを
見ておく。曲面P(z,υ)の第二基本量をL,χ,Ⅳとし,座標変換9によって得られる曲面のパラ
メータ表示P(ξ,η)の第二基本量をZ,ル,■とする。まず,9が正の座標変換のときには,第二基
本形式Ⅱは不変となるから,第一基本量のときと同様に計算すれば,
CD」00じЮば0
が得られる。次にりが負の座標変換であるときには,第二基本形式Ⅱが符号を変えることに注意
すれば,
F)(J9)
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?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
，
?
?
?
?
?
????
???〓???????????〓?
?
?
?
?
?
?
???〓
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
となる。
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3。5 ガウス曲率 0平均曲率
曲面P(%,υ)上の,弧長パラメータ表示された空間曲線P(s)=pし(S),υ(S))を考える。曲面の
単位法ベクトルをπとすれば,曲線P(s)上の各点においてPし,Pυ,πはR3の基底となっているか
ら,曲線の加速度ベクトルメ′(s)は,曲面の接平面上のベクトルん,とπ方向のベクトルκπηを
用いて,
p′′(S)=たg+κππ
と表すことができる。このたgを測地的曲率ベクトルといい,πの係数 κれを曲線p(s)の法曲率と
セゝ っ。 ここで ,
P′
′η+p′η′=(p′2)′=0
であること,およびたg π=0,レ12=1でぁることから,
κれ=p′′η=―P′°π′
=―(PしZ′+Pυ′)(π%Z′+pυ′)
=zz′2+2■fz′υ′+Ⅳυ′2
が得られる。z′,υ′は接ベクトルP′(s)によって決まるから,κれは接ベクトル P′(s)によって定ま
る。さらにいま,曲線は弧長パラメータで表していることよりIP′(s)|=1であるから,法曲率κπ
は接ベクトルの向きのみによって定まることがわかる。
ここで法曲率の幾何学的な意味について,次の定理が成り立つ.
定理 3.2曲面Pし,υ)上の弧長パラメータ表示された曲線P(s)上の点P=P(so)において,P′(s。)
と曲面の単位法ベクトルπの張る平面をπとする。ただし平面πは,P′(s。)に対してπを左回り
とする向きをもつとする.このとき,πによる曲面の切り回として表れる曲線*1をc(ι)とすると,
曲線p(s)の点Pにおける法曲率κれ(sO)は,C(ι)の点Pにおけるπ上の平面曲線としての曲率に
等しい.
証明 必要であればパラメータを取 り替えることで,c(t)は弧長パラメータ表示されていると
してよい。P=c(to)とすると,c(t)は点Pにおいて P′(s。)を接ベクトルとしてもつから,
こ(ιo)=P′(So)が成り立つ。さらに,法曲率は接ベクトルの方向にしかよらないから,κls。)は,
c(ι)の点Pにおける法曲率と一致する。すなわち,
C(to)η=κれ(So)
*1このような,曲面の法ベクトルをふ くむ平面による曲面の切 り口として表れる曲線は,曲面の直戴口(nOrmal
sectЮn)とよばれる。
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が成 り立つ.また,こ(ιo)はC(to)と直交する平面 π上のベクトルであるから,c(ι。)=λη (λ∈R)
となる。 これを上の式に代入すれば λ=κπ(50)と求まり,
C(to)=κπ(So)π
が成り立つことがわかる.いま,πは平面曲線 c(ι)の点Pにおける左向きの法線ベクトルでもあ
るから, この式はκれ(so)がC(ι)の平面曲線としての曲率であることを表している。     □
この定理から,法曲率は,法線を含む各平面と曲面の交線の曲率を表すこととなり,各方向の曲
面の曲がり具合を表すことがわかる。
命題 3.2 zυ平面上でz軸と角度θをなす方向に対応する曲面上の法曲率κれは
L cos2 θ+2“「cos θ sln θ+A「sln2 θκπ=E cos2 θ+2F cosθ sln θ+G sln2 θ
となる。
証明 弧長パラメータ表示された曲面上の曲線P(s)=P(Z(S),υ(S) について,(Z′(So),υ′(So))が
z軸と角θをなすとすると,
(Z′(So),υ
′
(So))=(ρ COS θ,ρ SIn θ)
となる正の数 ρが存在する。いま,sは弧長パラメータであるから,
IP′(So)12=lpしz′(So)+pυυ
′
(SO)|
=E(鶴′(So))2+2F鶴′(so)υ′(So)+G(υ′(50))2
=ρ2(E cos2 θ+2F cosθsln θ+G sl■2θ)=1
が成 り立つ。したがって,E cos2 θ+ F cosθsln θ+G sln2 θ>0でぁることがわかり,
κπ=Z鶴′(sO)2+2yz′(so)υ′(So)+Ⅳυ′(So)2
=ρ2(五cos2 θ+2M cosθsln θ+Ⅳ sin2 θ)
L cos2 θ+2y cosθsln θ+ハrsln2 θ
E cos2 θ+2F cos θ sln θ+G sln2 θ
が成り立つ。
κれは,θを変数とする周期πの連続関数となるから,最大値 。最小値をもち,
そ ,→=
の最大値 。最小値と一致する。この式を変形して,
□
Lξ2+2■√ξη+Ⅳη2_(Eξ2+2Fξη tt Gβ2)λ=0
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とする。この両辺をξ,ηで偏微分すれば,最大値・最小値を与える(ξ,η)では∂λ/∂ξ=∂λ/∂η=0
が成り立つことから,
{1湖「
協ltlt
が得られる。これをみたす (ξ,η)が存在するためには,
det(み■等 :VI貪5)=0
すなわち,
OG_F2)λ2_(EⅣ+G五-2Fルのλ+五Ⅳ―■イ2=0
でなければならない。この2次方程式の解をκl,κ2とすると,解と係数の関係から
κl+κ2=EⅣ+θ
五-2F些
乳  κlκ2=脚
が成り立つ.
κl,κ2を主曲率といい,主曲率を与える接ベクトルの方向を主方向という。κl=κ2となるよう
な点を曲面の騎点という.κl,κ2は法曲率の最大値と最小値であったから,暦点では法曲率は一定
であり,すべての方向が主方向となる。この主曲率を用いて,曲面のガウス曲率および平均曲率を
次のように定義する。
定義 曲面P(z,υ)のガウス曲率K,平均曲率∬ を,
′レr2
_F2
EⅣ-2FM+GZ
2(EG―F2)
と定義する。
いま,
A=(F 5)~1(1′ F)=I乏IL可再,(m 傭 )
という行列を考えると,
det A=五Ⅳ
~χ2=K, tr A=呈
≒云F当需|二=2〃
が成り立つ。さらにAの固有値は
入2_2〃λ+K=0
の解であるから,主曲率κl,κ2と~致する。
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ここで,座標変換9(ξ,η)0(%(ξ,η),υ(ξ,η))によって行列Aがどのように変化するかを考え
る。9が正の座標変換のときには
A=〔のCaげ→
4〔σのじりげ→=00‐Цめ
となる。したがつて,定理Blから,正の座標変換によってAの固有値,すなわち主曲率 κl,κ2
は不変であることがわかる。また,9が負の座標変換のときには
A=―(J9)~lA(J9)
と変わるからAの固有値,すなわちκl,κ2は符号が入れ替わる。これらのことから次の命題が得
られる。
命題 3.3ガウス曲率および平均曲率は正の座標変換で不変である。負の座標変換では,ガウス曲
率は不変であり,平均曲率は符号が変わる。
次の命題は,ガウス曲率および平均曲率が曲面の曲がり具合を表す量であることを示している。
命題 3.4ガウス曲率と平均曲率が恒等的に0となる曲面は,平面に限る。
証明 平面は,zν平面に含まれるように座標軸を設定すれば,
P(Z,υ)=(し,υ,0)
と表すことができる。このとき,pり,υ)の第二基本量は,いたるところL=y=Ⅳ=0である
から,平面のガウス曲率κ および平均曲率″ について,
K≡0,  I≡0
が成 り立つ。
逆に,曲面 P(%,υ)のガウス曲率と平均曲率がともに恒等的に0となるとき,曲面上の各点にお
いて主曲率 κl,κ2はどちらも0である。したがつて,曲面上の任意の曲線 P(z(s),υ(S))の法曲率
κれは0となる。とくに,鶴υ平面上でz軸となす角がそれぞれ0,7/4,7/2となる方向に対応する
法曲率について考えれば,命題32より,曲面pC,υ)の第二基本量L,y,Ⅳは,
L=y=Ⅳ=0
となる。よつて,第二基本量の定義から,曲面の単位法ベクトル πは定ベクトルとなり,P(z,υ)
□は平面であることがわかる。
ここで,ガウス曲率を第一基本量のみで表示する際に用いるクリス
入しておく。パラメータ表示された曲面 P(し,υ)において,Pし,pυ,πは
トッフェルの記号を導
R3の基底をなすから,
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Pしし,pしυ,あυはこれらの1次結合として表すことができる。このとき,pし,pしυ,pυ とηとの内積
を考えれば,ηの係数はそれぞれ五,y,Nであることがわかる。その他の係数を鳥t(o,′,た=1,2)
とすれば,
と表される。 これらとPし,pυとの内積をとれば,
pしし。Pし=■iE+4民 p。し・L=■IF+■lG
pttυ pし=■ちE+毛二 pしυ pυ=■ちF+■つG
pυ・Pし=rtt E+写あ二 pυ pυ=rttF+場G
となる。さらに,第一基本量E,二Gをそれぞれz,υで偏微分すれば,
Eυ=2pしυ pし
鳥 =pしυopυ+pυ pυ
Gυ=2Pυυ・Pυ
を得る。以上より,
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2E鳥―EEυ―FEし
2(EC―F2)
EGし―FEυ
2(EG―F2)
Eθυ-2F鳥+Fθし
鴫 =望謀 響 告 盟 ,4=
毛=:濃ギ島, rib=
場 =現 =2G島一σGし―FGυ2(EG―F2) ' 2(EG―F2)
が得られる.
定理 3.3曲面P(z,υ)の第一基本量をE,二Gとすると,ガウス曲率Kは
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κ=E(島συ-2几G.υ+Gし
2)
4(Eθ―F2)2
F(比Gυ―島 θし-2島鳥 -2凡σし+4鳥)
4(Eσ―F2)2
G(比Gし-2島+島2)
4(Eθ―F2)2
Eυυ-2島υ+Gし
2o5θ一F2)
で与えられる。
証明 クリストッフェルの記号を用いて計算すると,
p、しυ pυ
=(p%しpυ)υ―p。し pυυ
=((4占%+「∴pυ+Lπ)pυ)υ―(「Apυ+「みぁ十五π)(■尭pし+長島L+Ⅳπ)
=(■iF+■lG)υ―(■tE+ri F)r現_(■IF+■lG)f曳―LⅣ
==ιυ  :Eυυ  :Eしごゝ2-(FL―:Eυ)ご・
2-五ハ「
となる。一方,
pしυし Pυ=(pしυ・pυ)。一 IPしυ12
=((■あpし+4ちpυtt yη)pυ)し―|二あpし十二ιPυ tt χη12
=(4あ F十 二 ι G)し一 (■あ E+二 あ F)二あ ― (■あ F+4ι  G)二ι
=:Gしし :Eυ・Iち―:GしIIち―χ
2
となる.ここでpししυ=pしυしより,pしυ pυ=pしυし pυが成り立つことから,
五Ar_飛r2==しυ_:Eυυ―:Eしごゝ2-(FL―:Eυ)ご・
2-:Gしし+:Eυごミ2+:Gしごた2
が成り立つ。ここにクリストッフェルの記号を第一基本量で表す式を代入し,両辺をEθ―F2で
割れば,
K=LⅣ_χ
2
を第一基本量で表すことができ,定理の式が得られる。                  □
3.6 測地線
+
平面上の直線に相当する曲面上の曲線一測地線―を定義する。
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定義 曲面P(%,υ)上の曲線P(t)=P(Z(ι),υ(ι))について,P(t)がつねに曲面に垂直であるとき,
P(t)を測地線という。
この定義から,測地線P(ι)について,P(ι)とP(ι)は直交することがわかる。したがって,
勇レ12=ηp=0
が成り立つ。すなわち,測地線のパラメータtは弧長に比例する。
ここで,曲面上の曲線 P(ι)=P(Z(ι),υ(ι))が測地線となるための条件について考える。P(ι)
t,pし+tι物 をさらにιで微分して,クリストッフェルの記号を用いれば,
P(ι)=ηpし+υpυ+雹2pしし+2zυpしυ+υ2pυυ
=し+■っ2+2「1ち雹υ+場υ2)pし
+(υ+」咀%2+2■%zυ+巧ちυ2)2
+(υ2L+2zυχ +υ2Ⅳ)η
を得る。曲面上の曲線 P(ι)=P(υ(ι),υ(ι))が測地線であるための必要十分条件は,上式の pし,Pυ
の係数が 0となることであることであるから,次の命題が得られる。
命題 3.5曲面 p(%,υ)上の曲線 P(ι)=P(υ(ι),υ(ι))が測地線 となるための必要十分条件は
じ(ι),υ(ι)が
{;|:illI:‡:北I:‡il力;:::
をみたすことである。これを測地線の方程式という。
ここで,色・=れ/αι,0:=あ/ とおけば,測地線の方程式は
24色う一場 。2
2毛こう一」あ う2
となる。定理 A。4から,曲面上の点 P(z。,υo)とその点での接ベクトル
ξPし(Zo,υo)十ηpυ(包o,υo)≠0
を与えれば,初期条件
Z(0)=Zo,υ(0)=υo,こ(0)=ξ,0(0)=η
をみたす解が十分小さいtの範囲でただ一つ存在する。
32
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3。7 測地的極座標
曲面上の一点Pと,Pでの接ベクトルcをひとつ固定する。さらに,実数の組 (r,θ)に対して,
Pにおける曲面の接ベクトルがcと角θをなすような測地線を考え,Pからの測地線の長さがrと
なる点Qを対応させる。十分に小さいrに対して,(r,θ)は曲面の局所座標を与える。この局所座
標 (r,θ)を,点Pを極とする測地的極座標という。
補題 3.■測地的極座標表示された曲面P(r,θ)に対して,
2・レ=1,pr・pθ=0,r騨。%井=1
が成り立つ。
証明 θを固定したとき,r曲線P(r)=P(r,θ)は弧長パラメータ表示された測地線となるから
pr pr=1
が成 り立つ。
このことから (pr・pr)θ=0である。さらに測地線P(r)=p(r,θ)に関して,prrは曲面の法線
ベクトル方向を向いているから3r・pθ=0が成 り立つ。したがって,θを固定したとき,
lpr pθ)r=prr pθ+pr pθr=:lpr・p )θ=0
が成り立つ。すなわち,pr pθはrによらず一定である。さらに,p(0,θ)=Pよりpθ(0,θ)=0
を得る。以上より
pr(r,θ)・Pθ(r,θ)=pr(0,θ)・Pθ(0,θ)=0
となる。
さらに,pr(0,0)方向の単位ベクトルをcl,pr(0,7/2)方向の単位ベクトルをc2とおくと,
Pr(0,θ)=COS θ el+sln θ e2
と表すことができる。したがつて,ロピタルの定理 (定理A3)を用いると,
r露。≒弁=r騨。7
=rh母。lprrθ・Pθ+prθ prθ)
=(―SIn θ el+cosθ e2)(~SIn θ el+cos θ e2)=1
となり,示された.                               □
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この補題から,測地的極座標によってパラメータ表示された曲面P(r,θ)の第一基本量E,ュG
および面積要素αSは,
r彎撃。子==1,  したがって, rll母。gr=1
となる正値関数 g(r,θ)を用いて,
E=1, F=0, G=ク2, αs=クdr dθ
と表すことができる.このときガウス曲率Kは,定理33から
grr
K= g
となる。また,曲面P(r,θ)上の曲線P(s)=P(γ(S),θ(S))が測地線となるための必要十分条件は,
命題35から
{:II:|′
∫F![θ2=0
となる。
補題3.2測地的極座標表示された曲面P(r,θ)上の弧長パラメータ表示された測地線P(s)
P(r(S),θ(S))を考える。このとき,ノ(S)とPrのなす角をφ(s)とすると,
φ′(S)=―θ′(S)多(r(S),θ(S))
が成り立つ。
証明 曲面P(r,θ)の第一基本量E,ュGが
E=1, F=0, G=ク2 (gは正値関数)
となることから,prとpθ/gは接平面の正規直交基底をなす。よって,IP′(S)|=1であること
から,
P′(S)=COSφpr+皇聖二 pθg
と表すことができる。一方,P′(s)=r′(S)pr+θ′(S)pθであるから,係数を比較すれば,
〆0=∞S仇 〆0=ツ
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が成り立つ。よって,slnφ≠0であれば,第1式からφ′=―θ′多を得る。また,slnφ=0とな
るときには,θ′=slnφ/g=0であるから,第2式から
θφ′COS φ=0
となるが,g≠0,COS φ≠0であるからφ′=0が成り立つ.したがって,この場合にもφ′=θ′gr
は成り立ち,題意は示された。                             □
3.8 ガウス0ボンネの定理
由面上の異なる3点をむすぶ3本の測地線で囲まれた単連結*2な有界閉集合を測地三角形とい
い,3点を測地三角形の頂点,測地線の,頂点と頂点をむすぶ部分を辺という。まず,測地三角形
に関するガウス 。ボンネの定理を示す。
測地三角形に関するガウス・ボンネの定理
由面上の測地三角形△ABCの内角をα,β,γとすると,
α+β+γ=7+ll△ABC αS
が成り立つ。ただし,Kはガウス曲率,αSは面積要素を表す。
必要であれば,測地三角形をさらに分割することで,分割されたそれぞれの測地三角形が,各頂
点を極とする測地的極座標に含まれるようにする。それらの各三角形についてガウス 。ボンネの定
理が証明できれば,それらの総和として元の測地三角形についてガウス・ボンネの定理が成り立つ
ことがいえる。したがつて以下では測地三角形 △ABCがAを極とする測地的極座標に含まれて
いるとして証明する。
証明 辺AB,ACの長さをそれぞれら,cとし,点Aを極とする測地的極座標を,測地線P(r,o)が
辺AB,演I地線ズr,α)が辺ACとなるようにとる。 このとき,B=P(b,0),C=P(C,α)となる。
辺BCの長さをJとし,その弧長パラメータ表示を
P(S)=P(r(s),θ(S)) (SC[0,ι])
とし,P(0)=B,P(J)=Cとする。
r(So),θo=θ(sO)とすると,
ここで,θ′(s。)=0となるsOが存在すると仮定 し,r。=
p′(So)=r′(So)pr(r。,θo)
であるから,測地線BCは点 P(r。,θo)において,Aを通る測地線 P(r,θo)と接する。このとき,
測地線の一意性から辺BCはAを通ることになり,これは不可能である。したがって,すべての
*2この場合,穴が空いていない三角形領域であること
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s∈p,司に対してθ′(S)≠0であるから,θ(s)は狭義単調増加となり,θ=θ(S)は逆関数s=s(θ)
をもつ。 よって,辺BCは
P(θ)=P(r(θ),θ) (θ∈10,αl)
と表され,△ABCはrθ平面上の
r C 10,r(θ)], ∈[0,α]
をみたす領域のP(r,θ)による像となるから,
36
||AゝBC  aS=_ノクiABC rrardθ
=_ノ
F
=―
ノF(gr(r(θ
),θ)一gr(0,θ))
=α―ズ
αズくらのJ
が成り立つ。ここで,P(s)とprとのなす角をφ(s)とすると,θ′(S)≠0であることと補題32
から
バくらの=柵―#0
となる。さらに,φ(0)=7-β,φい)=γであることから (図3.3),
上ABC K dS=α―ズ
α多。0,のごθ
=α+ズ
α
#αθ=α+φ(→―φ(の
=α+β tt γ-7r
となり,定理は示された。
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有限個の測地三角形に分割することができる曲面を開曲面という*3。 このような分割をおこなっ
たとき,それぞれの測地三角形に対するガウス・ボンネの定理を用いることで,閉曲面についての
大域的なガウス・ボンネの定理を証明する。
証明 各頂点に集まる測地三角形の内角の和は27であるから,すべての測地三角形の内角の総和
は2πυとなる。一方,各測地三角形 ■ (o=1,2, ,∫)の内角の和は,測地三角形に関するガウ
ス・ボンネの定理より,
/4KdS+π
であるから,
2η=座【ノク117αS+π)=llMκαS+7r∫
が成り立つ。
ここで,それぞれの測地三角形は3本の辺に囲まれており,それぞれの辺は2つの測地三角形に
辺として共有されていることから,3∫=2cが成り立つ。
以上より,
llMЙ
〔αS==27rυ―π∫==2πυ-7「(2c-2∫)==27rχ(」磁r)
が成り立ち,定理は示された。                             □
ここでχ(ν)はオイラー数とよばれ,ガウス・ボンネの定理から,曲面の測地三角形分割の取り
方によらない量であることがわかる.
大域的なガウス・ボンネの定理
閉曲面 ″ を測地三角形に分割したとき,頂点の総数をυ,辺の総数をc,面の総数を∫とす
る。 ここで,
とおくと,
χ(μ「)=υ―C+∫
llMコ
(as=2πχ(′И)
が成り立つ。ただし,Kは曲面のガウス曲率,αSは面積要素である。
*3通常は,境界のないコンパクトな曲面を開曲面というが, この定義と同値であることが知られている
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本章では,ガウス曲率・平均曲率が特徴的な値をもつ曲面について述べる。まず,ガウス曲率が
一定である曲面と平均曲率が一定である曲面は,互いに一方から他方を構成することができること
の証明をおこない,ガウス曲率が一定となる回転面を具体的に構成する.
その後,線織面や極小曲面といった,ガウス曲率・平均曲率が特徴的な値をもち,かつ建築への
応用例がみられる曲面について述べる。とくに,第2章で扱つた2次曲面のうち,一葉双曲面・双
曲放物面については多くの建築への応用例がみられるため,詳しく考察をおこなう。
4.1 ガウス曲率一定曲面と平均曲率一定曲面の関係
4.1.1 平行曲面
ガウス曲率一定曲面から平均曲率一定曲面を得るために平行曲面という概念を導入する。まず,
平行曲面のガウス曲率および平均曲率を計算する際に用いる,ワインガルテンの式を示しておく。
命題4。■曲面pO,υ)の第一基本量をE,二G,第二基本量をL,y,Ⅳ単位法ベクトルをπ(z,υ)
とするとき,
G五一FM  EM―FL
ηし=~Eσ―F2pし_Eσ―F2pυ
σy―FⅣ  EⅣ―FM
πυ=~EG―F2pし_Eσ―F2pυ
が成 り立つ。
この関係式をワインガルテンの式という.ワインガルテンの式は,行列を用いて,
と表示することもできる。
証明 曲面pし,υ)の単位法ベクトル ηについて,π π=1の両辺をし,υでそれぞれ偏微分すれ
ば,πし。η=ηυ π=0をみたす.したがつて,πし,πυは曲面の接平面にのつており,
???
?
，
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
‐
?
?〓
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
‐
?
?
第4章 特徴的な曲面と建築への応用 39
πし=αP%+bpυ
πυ=CPし+αPυ
と表すことができる。これらとPし,pυそれぞれとの内積をとれば,
πし pし=αE+btt πυ pし=J ttαF
πし pυ=αF+bG, πυ pυ=cF+αG
を得る。これは,第二基本量の定義から
(Fg)(::)=―(ル F)
と表すことができる。 この両辺に左から
(I [)~1を
掛ければ,
(::)=一 万 ぎ ≒ 戸 (g影
ぜ 碗 :gFIF錫 )
となり,命題の式が成り立つ。
この命題から,ηしとηυとの外積を考えると,
□
ηし X ηυ= (G五
一 Fル
の (EⅣ
― Fy)_(EM― FZ)(GM一 FⅣ
)
(EG_F2)2
pし×pυ
=皇翌量晨発多
yf5与型
=2Pし
×Pυ
=K(pし×pυ)
を得る。さらに,ηしx pυとpし×πυの和を考えると,
0し×
"IL×
→=←罫 ―欅 )L×L
EⅣ-2FM+GL
EG_F2  pし×%
=-2〃pし×pυ
となる。以上より次の系が得られる.
系 曲面P(z,υ)の単位法ベクトルをπとし,ガウス曲率をκ,平均曲率を∬ とすると,
ηし×πυ=κpし×pυ
(πし×%)+0し×πυ)=-2〃pし×pυ
が成り立つ。
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曲面pO,υ)の単位法ベクトルη(z,υ)に対して, 入を定数として,
多(鶴,υ)=P(Z,υ)+λπ(%,υ)
で与えられる曲面を,pし,υ)の平行曲面という。ただし,多り,υ)は,多し,ρυが1次独立とならな
い点を含む可能性がある.このような点は,平行曲面の特異点とよばれる。
定理4.1曲面P(z,υ)のガウス曲率をK,平均曲率を″ とし,pし,υ)の平行曲面
j(鶴,υ)=p(し,υ)+λη(し,υ)
のガウス曲率を″,平均曲率を■ とするとき,
i=  瀬 =
が成 り立つ。
証明 命題 4.1および,その系を用いれば,
多し×jυ=lpし+ληし)×(pυ tt λπυ)
=pし×pυ+λ((ηし×pυ)+lpし×ηυ))+λ2πし×πυ
=(1-2λ″+λ2K)1%×pυ
となる。したがつて,P(υ, ),多(Z,υ)の単位法ベクトルをそれぞれ π,免とすると,
免=織 =  
満
=  π
が成り立つ。とくに,免し×免υ=ηu×ηυとなる。ゆえに,再び命題41の系から
″(1-2λ″+λ2)pし×Pυ=χうし×ρυ=元し×免υ=πし×πυ=KPし×pυ
であるから,
K= 1-2λ″ +λ2」κ
が成 り立つ。
さらに,命題41と,その系を用いれば,
-2■(1-2λ∬+λ2K)pし×Pυ=-2iうしx島
=(免し×jυ)十(ρし×免υ)
κ
《%×
"I九
×%D
(←・し×Pυ)―卜lpし×πυ)J卜2λ πし×πυ)
=             (-2∬+2Kλ)pし×pυ
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となる.したがつて,
∬ =
″ ―λκ
11-2λ″ +λ2KI
が得られ,定理は示された。
ここで,ガウス曲率Kが正の定数であるような曲面p(し,υ)の平行曲面
ル,0=pし,0+寿ηし,0
を考える。P(z,υ)の平均曲率を∬,主曲率をκl,κ2とすれば,
4(Л「2_K)=(κl+κ2)2_4κlκ2=(κl~κ2)2≧0
であり,III≧yπ>0が成り立つ。よって,必要であればυの向きを入れ替えることで,〃>0
としてよい。このとき,P(Z,υ)が済点をもてば,暦点では∬=/πであるから,
うし×jυ=(1-2c乃へκ西)+1〉為×pυ=0
となり,pり,υ)の騎点は,c,υ)の特異点にうつる。P(z,υ)の騎点でない点では∬>/πであ
るから,定理41より,p(し,υ)の平均曲率〃は,
.=ば―√)√=ギ
となり,曲面,o,υ)は平均曲率一定の曲面となる。同様に,曲面P(z,υ)の平行曲面
ヵ=ば+√)√=ギ
となり,p(し,υ)も平均曲率一定の曲面となる。
一方,平均曲率∬が0でない定数であるような曲面P(し,υ)に対して,平行曲面
′り,0=pし,0+嘉ηり,→
を考える。P(鶴,υ)上のK=0である点に対しては,
L×′υ=(1-2(Ff/2〃)+0)pu×pυ=0
となり,多o,υ)の特異点にうつる。それ以外の点では定理4。1から,ぅo,υ)のガウス曲率Kは,
κ ==412
となり,ガウス曲率が正の定数である曲面が得 られる。
□
???
???，
??
?
?
?
?
?
?
?
???????????????
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4.1.2 κ 一定の回転面と ∬ ―定の回転面
定理4.1から,ガウス曲率が一定の曲面を構成することができれば,その平行曲面として平均曲
率が一定となる曲面を構成することができる。そこで本小節では,ガウス曲率が一定となる回転面
を構成する。ただし,回転面とは,ある平面Π上の平面曲線cを,cと交わらないΠ上の直線を
軸として回転させたときにできる曲面をいう。また,このときの平面曲線cのことを,回転面の母
線という。
ガウス曲率一定の曲面を構成するための準備として,次の補題を用意しておく。
補題 4.1曲面P(z,υ)のガウス曲率をK,平均曲率を
「
とする。λを0でない定数とするとき,
,(Z,υ)・=わ(Z,υ)で与えられる曲面のガウス曲率をズ,平均曲率を■ とすると,
7=争, 〃=妥
が成り立つ。
証明 まず,多(z,υ)=λP(Z,υ)から,
pし=為%, 多υ=λpυ したがって, 多し×φυ=λ2Pし×pυ
となる。このことから,p(z,υ)の単位法ベクトルはP(z,υ)の単位法ベクトルπ(υ,υ)と一致する
ことがわかる。よつて,命題41の系より,
λ2Kpし×pυ=Kぅし×′υ=ηしX πυ=κpし×pυ
となるから,″=K/λ2が得られる。
また,命題 4。1の系を用いると,
-2λ2HPし×pυ=Iぅし×jυ=(πし×jυ)+(pし×ηυ)
=λ((πし×pυ)+(pし×πυ))=-2λ
=Pし
×pυ
となる。このことから∬=Jf/λが得られ,補題は示された。               □
この補題から,ガウス曲率が0,1,-1である回転面をみつければ,補題の入を変化させることで
任意の定数をガウス曲率としてもつ回転面をつくることができることがわかる。したがつて,以下
ではガウス曲率が0,1,-1である回転面について考える。
補題 4.2“z平面上の,弧長パラメータ表示された曲線c(s)=("(S),Z(S))(・(S)>0,Z′(5)≠0)
をz軸まわりに回転してできる曲面
P(し,υ)=(″(鶴)COS υ,Z(鶴)Sln υ,Z(し))
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のガウス曲率K,平均曲率″ は,
K=_∠, .=子_チ
″
となる。とくに,ガウス曲率については曲線 c(s)=(Z(S),Z(S))がZ′(S)=0となる部分を含む場
合も成り立つ。
証明 まず,P(z,υ)をし,υでそれぞれ微分すれば,
Pし=(″′COS υ,″′Sln υ,Z′), pυ=(―″Sin υ,"Cos υ,0)
であるから,
pu×pυ=(―″z′COS υ,一ZZ′Sln υ,″″′)
となる。ここで,"′2+z′2=1ょり,lpし×pυl=χであるから,曲面の単位法ベクトルη(z,υ)
は ,
π =(―Z′COS υ,一Z′SIn υ,Z′)
となる。したがって,
π し =(―Z′
′COS υ,一Z′
′
Sl■υ,″
″
), η υ =(Z′Sin υ,一z′COS υ,0)
となる。″′2+z′2=1の両辺を微分すれば,z′z″=―z′Z″であるから,
電 し X η υ =(Z′Z″COS υ,Z″Z′Sin υ,z′z″)=― Z″(―Z′COS υ,一Z′Sln υ,"′)=―
子
pし × pυ
が成り立つ。したがって,命題41の系から
″″
K=
″
となる。
また,z′z″=―
"′"″
であることを用いれば,
2π× pυ=← ″z″COS Ъ ―Z″″SIn υ,一Zz″)=チ L× pυ,
Pし×2υ=(Z′2 cos υ,Z′2 sln υ,一″′z′)=―子Pし×pυ
が成り立ち,再び命題41の系から,
が得られる。
この結果を用いて,ガウス曲率Kが一定の回転面を決定する。
?
???
?
?
?
〓?
□
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(1)κ≡0のとき
このとき,″″=0であることとz′2=1_z′2でぁることから,α,βを定数として,
″(鶴)=αυ+β, Z(鶴)=ν
′1-α2υ
となる。ただしα2≦1でぁり,α=0のときpし,υ)は円柱面,-1<α<1のときP(z,υ)
は円錐面,α=圭1のとき,(z,υ)は平面となる。
(il)K≡1のとき
このとき″″=―″であり,この微分方程式の解は,定数α>0,θを用いて,
″(鶴)=α COS(Z―θ)
で与えられる。また,z′2=1_π′2ょり,
となる。し―θをパラメータυとして取り直せば,
″(Z)=α COS Z,  Z(Z)==υ
{し
ν//1-α2sln2 t αι
となる。とくに,α=1のときには
″(鶴)=COS t, Z(Z)=SIn z
となり,P(z,υ)は球面からz軸上の2点を除いた曲面となる (図41c)。また,0<α<1の
ときにはアメリカンフットボールのような形 (図41a),1<αのときにはバイクのタイヤの
ような形 (図41b)が得られる。
K≡-1のとき
このとき″″=一
“
であり,この微分方程式の解は,α,βを定数として,
・ (Z)=αCし十βC~し
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で与えられる。また,z′2=1_z′2から,
z(z)=圭ノFャ/1-(α Ct+βC t)2洸
となる。
●α=0またはβ=0のとき
β=0であれば%を一包と取り替えることでα=0の場合に帰着できるので,α=0の
ときについて考える。このとき,β>0であり,パラメータ変換z吟鶴+logβをおこ
なえば,
となり,回転面は図4.2cのようになる。この曲面は擬球面とよばれ,■ν平面との交わ
りの部分でなめらかでない。
ズ0=ク1-♂山一の読
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(b)1くαのとき
(a)0<α1のとき
(c)α=1のとき (球面)
図4.1:κ≡1の回転面
α≠0,β≠0のとき
このと乱 座標変換m吟 にυ+:bJ″→ をおこなうことQ回=国としてよ
い。したがって,以下の2つの場合を考えればよい.
。α=βのとき
このとき く→=ね面Ъズ0=f
となり,得られる回転面は図4.2aのようになる.
。α=―βのとき
1-4α2cosh2 ι dt
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(a)α=―βのとき (b)α=βのとき
(c)α=0またはβ=0のとき (擬球面)
図4.2:K≡-1の回転面
このとき
″(鶴)==2α sinh鶴,  z(鶴)=ズ
し
ν/1-4α2sinh2 t αι
となり,得られる回転面は図4.2bのようになる。
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4。2 線織面
1つのパラメータに依存する直線の族によって作 られる曲面,すなわち,空間曲線 c(z)と各z
で0とならないベクトルd(z)に対して,
P(Z,υ)=C(Z)+υd(鶴)
で表される曲面を線織面という。ただし,cは定ベクトルであるか,一度も c′=0とならないとす
る。また,曲面を作るそれぞれの直線,すなわち,鶴=o。を固定したときの直線
P(υ)=C(υo)+υα(鶴o)
を,線織面p(し,υ)の母線という。
4。2.1 線織面となる 2次曲面
第2章で扱つた固有2次曲面のうち,線織面となる一葉双曲面と双曲放物面について解説する。
例4.1-葉双曲面 :
手
+手―
手 =1
の線織面 P(z,υ)=C(Z)+υα(Z)としての表示を考える。まず,″ν平面 との交線は
手
+手=1
で 表 さ れ る楕 円 で あ り,c(z)=(a coS Z,bSint,0)とな る 。 dし)=(ξ(Z),η(Z),C(Z))とし て ,
P(Z,υ)=C(%)+υα(Z)
が上の一葉双曲面の式をみたす とき,
2υ
(生覧「上+Ψ)+υ2(1テ+手一::)=0
がすべてのυに対して成り立つ。そのためには,
ξ(Z)=―α Sin%, η(鶴)=bCOS Z, C(Z)=圭c
となればよい。以上よリー 葉双曲面は
,(鶴,υ)=(α COS t,bslnt,0)+υ(―α Sln υ,bcos z,土c)
と2通りに線織面として表される。
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図43
補題4.3平行な平面上にある半径の同じ円周上を,点P,Qが同じ向きに同じ速さで動くとき,
直線PQの軌跡として表れる曲面は一葉双曲面,楕円柱面または2次錐面である。
証明 2平面の方程式がz=ξ,Z=―ξであり,2円の中心の座標が(0,η,ξ),(0,一η,一c)となるよ
うに座標軸を設定する (図43)。このとき動点P,Qの座標は,r>o,0≦θ<27を定数,鶴を
パラメータとして,
P=(0,η,ξ)十(r cos Z,r sin z,0)
Q=(0,一 η ,一C)+(r cOS(Z+θ),r slll(鶴+θ ),0)
と表される。したがって,曲面は
P(υ,υ)=(r cOSし,η+r sin Z,ξ)+υ (r coS(Z+θ)一 r coS t,r sln(鶴+θ )一 r sin z_2η,-2ξ)
となる。すなわち,曲面上の点 (",ν,Z)は,
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{:[II:|li:な
九1√撃;iT性_υ)r sln Z
をみたす。これらの式から,
(子)2.(ν
_(η/°Z)2=υ2+(1__υ
)2_卜2υ(1-―υ)COS θ=
すなわち,
手
に
一 COSの +:い COSの
答 (1+cOs θ)=0
?
?
?
?
?
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?
????
手   (1-―
COS θ))Z2__2:υz―
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図44
証明 2つの円の半径をR,rとする。R=rのときは補題43より命題が成り立つことがわかるの
で,R>rの場合を考えればよい.
半径Rの円の中心が原点,半径rの円の中心がνz平面上にあり,かつ,それぞれの円が″ν平
面と平行な平面上にあるように座標軸を設定する (図44)。このとき,半径rの中心を(0,η,ξ)と
おけば,点P,Qの座標は,
熱 ||
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をみたす。このとき,
z2+(ν_υη)2=(1_υ)222+υ2r2+2υ(1-υ)γRCOSθ
=υ2(R2+r2_2rRcosθ)+2υR(r cOS θ―R)+R2
である。ここで,R>rとICOSθl≦1より,
22+r2_2rR cosθ=(R―r COS )2+r2(1_coS2 θ)>0
が成り立つ.そこで,
υO=
2R(R一r COS θ)
R24_r2__2rfl cos θ
とおき,υ=υ。に固定すると,
?
???????????????
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の円周 となる。さらにこの
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□
であるから,
"′
2+ν′2+z′2=(1_υo)2+υ:r2+2υO(1-υo)rR COSθ)=R2
となり,Pと同じ速さで動くことがわかる。
したがつて補題4.3より,曲面は一葉双曲面,楕円柱面または2次錐面となる。
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一葉双曲面 :手+手―手 =1のうち,α=bで
あるものは,双曲線をz軸のまわりに回転させた回
転―葉双曲面となるが,この形の建築を鼓型とよぶこ
ともある。
■神戸ポートタワー 鼓型の建築として有名なもの
に,兵庫県の神戸ポートタワーがある (図4.5).神
戸ポートタワーは,底面の直径25mの円を16等分
した点と,地上95mの直径 15mの円の対応する点
をむすび,土(3/4)πひねることで得られる1葉双曲
面となっている.
■金沢駅の鼓門 また,近年では金沢駅の「鼓門」に
も鼓型が用いられており (図4.6),左右の柱で2通
りの線織面としての表示に対応する直線部材がみら
れる.
図4.5:神戸ポートタワー (筆者撮影)
図4.6:金沢駅 (撮影 :Wikimedia ColIIIInons User:663highland)
第4章 特徴1的な曲面と建築への応用 52
例42双曲放物面 :
2′=手―手
の線織面としての表示を考える。れ 平面との交線である放物線
2″=‐手
を,C(0=(し,0,♂/12o2))として,一葉双曲面のときと同様に計算すれ畿
pO,υ)=(|‐10,ご7f2o2))+υ(|,■|,一
“
/al
という2通りの表示が得られる
=
図 4.7
命題4.3点P,Qがねじれの位置にある2直線上をそれぞれ‐定の速さで動くとき,直線PQの
軌跡として表れる.曲面は双山放物面となる。
証朋 動点Pの位置ベタトールカヽ ●を弧長パラメータとして,
P=0,0,Ol
と表されるように″軸を設定する。さらに2直線の距離をξとし,Qが動く軌跡の直線が″=ξ
上にあるように残りの座標軸を設定する(図4。つ。このとき,Q力動く軌跡の直線の方向ベタトル
を(λ,μ,0),し=0のときQ=(ξ,η,0とすれ―成 Qの位置ドクトルは,
Q=じη,0+“(1+λ,μ,0)
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と表される.したがつて,直線PQの軌跡として表れる曲面は,λ′=1+入とおくと.
P(包,υ)=(Z,0,0)+υ(ξtt χZ,η tt μz,()
となる.すなわち,曲面上の点 (χ,ν,Z)は
{:::iitfijiλ
′色υ
をみたす。これらの式から,直線PQの軌跡として表れる曲面は,
2些2z2_λ′νz+μzz―ξν―+ηZ―fZ=0
をみたす2次曲面である。(≠0であり,2直線がねじれの位置にあることからμ≠0であるから,
ス:= (| 」I 11)ξ)=2,  ノ
とおくと,rank五=4,rank■=2,lsgn川=Sgn五|=0となる。したがつて,第2章の2次曲
面の分類 (表2.1)より, この曲面は双曲放物面であることがわかる。           □
この命題からわかるように,ねじれの位置にある直線状の部材の間を,直線状の部材でつなく゛こ
とで,双曲放物面が得られる。この性質を利用して,双曲放物面は建物の屋根などに古くから用い
られており,数多くの例がみつかる (図4.8)。
図4.8:双曲放物面が用いられた兵庫県三田市の公園屋根 (筆者撮影)
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■ロス・マナンティアレス メキシコの構造家フェリックス・キャンデラは,いくつもの双曲放物
面を用いた建築を手掛けており,バカルディの瓶詰め工場やクエルナバカのオープン・チャベルな
ど有名なものも数多い。
その中でも最高傑作と言われるものが,1957年,メキシヨのソチミルコにある水上庭園に建て
られたレストランーロス・マナンティアレスーである (図4.9).アステカの言葉で「花畑」を意味
するソチミルコは,花の栽培地として有名であり,直径 42メー トルの円形プランを覆うロス・マ
ナンティアレスの屋根は,上空からみると花の形にみえるように設計されている。この屋根は,双
曲放物面を平面で切った4組の曲面を互いに交差させることでできており,交差HPとよばれる.
図 4.9:ロス・マ
― E―           Rostaurant Los Manantlales
(b)(出典:「司p.219)
ナテイアレス
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(a)(出典:ptt p.253 FigШe 20.10)
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■フィリップス館 数多 くある双曲放物面を用いた建築の中でも,1958年に開催されたブリュッ
セル万国博覧会のため,ギリシャ系フランス人の作曲家かつ建築家であるヤニス・クセナキスに
よつて設計されたフィリップス館は, とくに有名である (図4.10)。
クセナキスは [4]において,
55
これまでフィリップス館以前には,
垂直の仕切 り壁や枠組みのような異
質なものなしにそれが全体 として総
合的に使用されたことは,まった く
なかった。
これはわたしにとって,構造上・形
態上に双曲放物面 (P.H。)とコノイド
だけで自足的な建物を考え出すまた
とない機会であった。
と述べている.実際, フィリップス館は,9
組のねじれの位置にある線分を双曲放物面
でつなく゛ことで造られており,支柱がない。
クセナキスは,ゴムひもで結んだ2つの棒
(ロッド)を用いて,実験的に設計が進めた。
2つのロッドの間の距離d,各ロッドにつな
く゛ひもの間隔α,b,ロッドAを含む平面にBを射影した直線を B′ としたときのA,B′のなす角
り,B,B′のなす角φという5つのパラメータを様々に変化させることで形状を決定していった
(図4.11).
図4.11:フィリップス館の形状決定に用いたパラメー タ (出典:F]p.149)
図4.10:フイリップス館 (撮影 :Wikimedia Com―
mons User:Wouter Hagens)
30″3
第4章 特徴的な曲面と建築への応用
■東京カテドラル聖マリア大聖堂 丹下健三が設計し,1964年に完成した東京カテドラル聖マリ
ア大聖堂 (図4.12a)にも双曲放物面が用いられている。東京カテドラル聖マリア大聖堂は,上空
からみると十字架の形となつており (図4.12b),その十字の側部と四辺形の平面の各辺とを直材で
結ぶことで,8枚の双曲放物面が側面として現れている。
(a)東京カテドラル聖マリア大聖堂
(撮影 :SatOshi Minakawa)
(b)上空からみた東京カテ ドラル聖マリア大聖堂
(撮影 :村井修)
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4.2.2 線織面の標準的表示
線織面
P(%,υ)=C(Z)+υα(υ)
において,空間曲線 c(鶴),母線の方向ベクトルα(z),およびパラメータ(z,υ)のとり方は一通り
ではない。そこで,線織面の標準的な表示について述べておく。
まず,次の3つの特別な線織面P(z,υ)=C(鶴)+υd(Z)をあげておく。
錐面 :母線が定点を通る,すなわちcが定ベクトルである線織面
柱面 :母線が平行となる,すなわちdが定ベクトルである線織面
接線曲面 :母線が空間曲線c(鶴)の接線である,すなわち関数∫(z)が存在してα(z)=∫(Z)C′(Z)
と表すことができる線織面
錐面・柱面・接線曲面以外の線織面,すなわち,d≠0かつ,C′(υ)とα(υ)は1次独立である線
織面については,以下のようにして標準的な表示を与える。
まず,ld(%)|≠0であるから,
ズし→=く0+υα→=く→刊αttυ品
と変形できる。そこで,座標変換(z,υ)吟(Z,0)=し,ldC)lυをおこない,α(z)。=α(Z)/lαし)|
とすれば,ld(%)|=1であり,曲面pし,υ)と
P(υ,う)=C(鶴)+うα(υ)
は同じ曲面を表す。また,α≠0であるから,こを曲線dの弧長パラメー タとして,曲面を
P(色,0)=C(色)+うα(色)
と表すことができる。さらに,∫(色)=Crし)d′(こ)とおくと,
p(を,0)=(C(雹)一∫(色)d(色))+(う+∫(色))」(色)
であるから,座標変換し,5)吟し,0)=し,う+∫(こ))をおこない,こ(こ)・=C(色)一∫し)d(色)とす
れば,曲面は,
P(色,0)=こ(a)+Od(a)
と表される。ただし,こ′し)=0のときには,曲面は錐面であるから,ご(a)≠0としてよい.この
とき,ldl=1よりαα′=0であることに注意すれば,
ご♂=(ご―∫′―∫′の ∂=c′′―(c′∂)∂ ′=0
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が成り立っていることがわかる。以上のことから,錐面。柱面・接線曲面以外の線織面P(z,υ)=
C(Z)+υα(Z)は,
ldl=|♂=1, Cr♂=0, dとcrは1次独立
となる表示が可能であることがわかる。この表示を,線織面の標準的表示とよぶ.
4.2.3 可展面
ガウス曲率が恒等的に0となる曲面を平坦であるといい,とくに,平坦である線織面を可展面と
いう。前節の円柱面,円錐面,平面はその例である.可展面に関して,次の命題が成り立つ。
命題 4.4線織面
P(し,υ)=C(鶴)十υd(Z)
が可展面 となるための必要十分条件は
det(Cr,d,α′)=0
となることである。
証明 線織面p(z,υ)=C(Z)+υd(Z)に対して,
pし=ご+υα′, Pυ=d, さらに p。し=P′′+υd′′, pしυ=♂, pυυ=o
であるから,曲面の単位法ベクトルをη(υ,υ)とすると,第二基本量Z,y,Ⅳは,
L=(p′′十υd″)2, ν =♂π, Ⅳ=o
となる。したがつて曲面の第一基本量をE,二σ,ガウス曲率をKとすれば,
(EG―F2)K=五Ⅳ―M2=_(d′π)
となる。EG一F2=lpしx Pυl>0であるから,K=0となるための必要十分条件は
(d′η)lpし×Pυl=det(d′,Pし,Pυ)=det(d′,ご+υα′,α)=det(C′,d,α′)=0
となることである。                                  □
この証明において,線織面 P(z,υ)=α(Z)十υd(Z)のガウス曲率が 一(d′ 2)であつたことか
ら,次の系が得られる。
系 線織面のガウス曲率KはつねにK≦0である。
さらに,次の定理から可展面は,実質的に3種類であることがわかる。
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定理 4.2錐面 。柱面・接線曲面は可展面である。逆に可展面である線織面は,これらをなめらか
に継ぎ合わせたものである。
証明 線織面pり,υ)=C(Z)+υα(Z)が錐面であればc′(z)=0,柱面であればcP(z)=0,接線
曲面であれば関数∫(υ)を用いてd(z)=∫(%)Cr(υ)がそれぞれ成り立つので,いずれの場合でも
det(Cr,d,♂)=o
となり,命題4.4より可展面である。
一方,線織面のうち,錐面・柱面・接線曲面のいずれでもない部分は,標準形としてあらわすこ
とができる。このとき,c′,α,♂は1次独立であるから,
det(Cr,d,♂)=o
とはなり得ない。
以上より,定理が成り立つ。
接線曲面の代表例として,次のものをあげておく。
例 4.3つるまき線 (図4.14a):c(υ)=(a COS Z,α Sin Z,流)の接線曲面
P(Z,υ)=C(Z)+υ Cr(a)=(a COSし,α sin z,流)+υ(―α Sin鶴,α cos υ,b)
は,図4.14bのようになる。
■代々本国立屋内総合競技場第二体育館 図4.14cの
代々木国立屋内総合競技場第二体育館は,1964年の東
京オリンピックのため,丹下健三によって設計され,約
4000人を収容するバスケット場として使用された。模
型の段階では,中央の柱にゴムひもを巻き付けた線織面
がみられる (図4.13).最終的にはケーブルネット構造
が採用されており可展面とはなっていないが,図4.14を
みると,つるまき線の接線曲面と近い形状をしているよ
うに思える。
図4.13:代々木第一体育館 (左上)と
第二体育館 (右下)の模型
(出典:卜qp.120)
□
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(a)つるまき線
(b)つるまき線の接線曲面
(c)代々本国立屋内総合競技場第二体育館 (筆者撮影)
図4.14:つるまき線の接線曲面と代々本国立屋内総合競技場第二体育館
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4.3 極小曲面
与えられた境界をもつ曲面のうち,表面積が極小とな
るもの,すなわち,境界を固定したまま曲面をどのよう
に微小変形しても,面積が減らないものについて考えよう.
いま,境界∂びでは0となる領域び上の関数を∫とする。曲面の単位法ベクトルをπとし,ε
をイヽさい実数として,
多(0,υ)=P(Z,υ)+ε∫π(Z,υ)
とすれ|∴ pり,υ)は,PC,υ)を∂び上で固定したまま変形した曲面となる。いま,ρ(υ,υ)の面積
を■(ε)とし,もし,ある∫に対して〃(0)<0となれば,十分小さいεに対して多はpよりも面
積が小さいことになる。すなわち,P(し,υ)は微小変形によって面積を減らすことができる。この
ことから,境界∂びをもつ曲面のうち,P(し,υ)の面積が極小となるためには,任意の∫に対して,
五′(0)=0となっていなければならない。
まず,
″ =の十ε∫αη+εげπ
より,
″ ″
=のの キ2ε∫の 流 +ε2(ん流+んあ)(九山+んあ)
=(E-2ε∫L+εL亀2)流れ +2(F-2ε∫M+εL亀ん)αzあ+(G-2ε∫Ⅳ+ε亀ち2)αυ αυ
である。ゆえに,
(E-2ε∫L+ε2九2)(θ_2ε∫Ⅳ+ε2九2)_(F_2ε∫″+ε2んん)2ぁ
6■
ス(ε)
?
?
??，
?
?
?
??
?
?
となる。
yEG―F2_2ε(EⅣ+LG-2Fy)+ε2(Φ)αしぁ
Φはし,υの関数である。したがつて,
=:lu[・塵霊l):≒手誓≒弄ξ
三型望2dzαυ=_llu∫∬ヤノ′」ヮG_F2ご鶴αυ五′(0)
となる。
ここで,んをびの内部では正,境界∂び上では0となる関数とし,∫=ん∬ とおけば,
五′⑨―嵐ん∬2約G_F2山αυ
となる。このことから,任意の∫に対して,〃(0)=0となるためには,曲面上の各点において
〃=0でなければならない。逆に曲面上で〃≡0であれば,任意の∫に対して〃(0)=0が成り
立つ。
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このことから,曲面上で平均曲率が恒等的に0となる曲面は極小曲面 とよばれる.
建築において,軽量膜構造とよばれる構造では,膜に働 く張力に比べ,自重が十分に小さいため,
同じく表面張力に対して自重が十分に小さい石鹸膜を用いた模型を用いて,建築の形状を決定する
手法がとられることがある.このとき石鹸膜の形は,表面張力によって,与えられた枠に対して表
面積が極小となる形,すなわち極小曲面となる。
■軽量膜構造 石鹸膜の模型を用いて軽量膜構造の建築の形状を決定する手法をよく用いた建築家
の代表 として,シュツットガル ト大学の軽量膜構造研究所の所長を務めたフライ 。オットーがい
る.とくに,1967年のモントリオール万国博覧会におけるドイツ館や,1972年のミュンヘンオリ
ンピック会場は極小曲面を用いた建築 として有名である。また,まだ未完成ではあるが,同じく
オットーの設計したシュツットガル ト駅の建築案 (図4.16)にも極小曲面が用いられている。
図4.15:軽量膜構造研究所での石鹸膜による実験 (出典:ptt p.140)
.´ ~・
1■ 1
十二_.瞥警=■|■■
郎
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図4.16:シュツットガルト駅の建築案 (出典:p司)
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ここで,回転面となる極小曲面について,次の命題が成 り立つ。
命題 4.5z軸を とする回転面のうち極小曲面である曲面は,z軸と垂直な平面,もしくは,″z
平面上の懸垂線 :
″=arcosh(:)
を母線 とする回転面 (懸垂面,図417a)のみである。
証明 zz平面上の,弧長パラメータ表示された曲線
C(S)=("(S),Z(S)) (″(S)>0)
をz軸まわりに回転させてできる回転面
p(鶴,υ)=(″(Z)COS υ,"(%)Sln υ,Z(%))
が極小曲面となる,すなわち,P(し,υ)の平均曲率 ″ が恒等的に0となるときについて考える。
まず,z′(Z)=0となる部分では,回転面はz軸と垂直な平面となり,逆にこの平面は,命題3.4
より,極イヽ曲面となっている。
次に,z′(z)≠0のときには,補題4.2より,
〃=勇一嚇
となる。いま,z′2=1_″′2でぁるから,平均曲率 ∬ が 0となるのは,
z″″=1-z′
2
が成 り立つ ときである。 この とき,
(″″
′
)′="′
2+zz′′=1
である。 これを積分すると,Qを定数 として,
等 =″″
′
==υ+σl
となる。鶴+αを改めてパラメータzとして とれば,定数 の を用いて,
"2=鶴
2+c2, したがつて, z=νЪ2+c2
が得られる。このとき,鶴2+c2>0でなければならず,
z′
2=1_″′2  C2
υ2+c2
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であるから,c2>0でなければならない。よって,α2=c2(α>0)とおき,Z(o)=oとなるよ
うにz軸をとりなおせば,
″(υ)=ャ/Z2+α2,  z(υ)==」
(υ]フ電デ≒戸扇フαZ==a7slnh~1(告)
が得られる。ここからしを消去すれば,
・ こ=α COSh(:)
であるから,回転面 P(z,υ)は懸垂面 となる。逆に懸垂面が回転面かつ極小曲面であることも,
の計算からわかる。
本章の終わりに,線織面かつ極小曲面となる曲面について,次の命題を示す。
命題 4.6線織面のうち極小曲面である曲面は,平面,もしくは,常螺旋面 (図417b):
p(Z,υ)=(0,0,αZ tt b)+υ(COSし,Sln鶴,0)
のみである。
証明 命題34より,可展面かつ極小曲面であるものは,平面であることがわかる。以下では,
可展面でない線織面が極小曲面となるための条件を考える。このとき,線織面の標準的表示
バZ,υ)=C(υ)+υα(Z)に対して,
pし=C′十υ♂, pυ=d, さらに pし=p′′+υd″, Pしυ=♂, pυυ=o
であるから,第一基本量E,二Gは,
E=ど・cr tt υ2, F=c′d, G=1
であり,曲面の単位法ベクトルを2(%,υ)とすると,第二基本量五,y,Nは,
L=lp′′+υ♂′)π, y=♂・η, Ⅳ=o
となる。したがって,平均曲率″=0となるとき,
2(Eσ―F2)∬=EⅣ-2F″+GZ=-2(ごd)♂π+(ど′+υ♂′)η=0
が成り立つ.この両辺にlpυ×pυl≠0を掛け,行列式の性質を用いれば,
-2(ご d)det(α′,C′, )十υ(det(Cr′,d,α)+det(d″,Cr,d))+υ2det(d″,♂,d)=o
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が成り立つことと同値となる。
まず,det(d″,α′,α)=0から,♂′は,dと♂の1次結合として表されることがわかる。ここ
で,ldl=lα′|=1であることから,dd′′=-1,♂α′=0が成り立ち,
♂′(Z)=―d(Z)
となる。よつて,<z)のz成分をξ(z)とし,ある鶴=鶴0で,
ξ(Zo)=ξ′(鶴o)=0
となるようにzν平面を定めれば,c(鶴)=0でなければならない。このこととlαし)|=1である
ことから,
α(鶴)=(COS%,SIn鶴,0)
としてよい。
次に,det(Cr′,♂,a)+det(d″,C′,α)=0について考える。♂′=―αより,det(d″,C′,d)=0で
あるから,
det(Cr′,α
′,d)=0
でなければならない。したがって,c″(z)はα′とこの張る平面,すなわち″ν平面に含まれなけれ
ばならないので,定数α,bと%の関数ξ(鶴),η(鶴)を用いて,
C(υ)=(ξ(υ),η(3),αZ tt b)
となる。
さらに,標準形の線織面ではc′ α=0であることから,
d(υ)Cr(z)=ξ
′
(Z)COS Z+η
′
(鶴)Sln%=0, d′(%)Cr(Z)=―ξ
′
(Z)Sin鶴+η
′
(υ)cOS鶴=0
となる。よつて,ξ′(鶴)=η′(υ)=0となり,ξ,ηは定数であることがわかる。
以上より,ξ=η=0となるようにz軸を定めれば,線織面が極小曲面となるとき,曲面は常螺
旋面 :
P(Z,υ)=(0,0,αZ+b)+υ(COS%,Sln Z,0)
となる。逆に,曲面が常螺旋面であるとき,線織面かつ極小曲面となることも,この計算からわ
かる。                                                 □
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常螺旋面は,υ>0またはυ<0に制限すれば,通常の螺旋階段の底面の形状となる。また,υ
を制限しなければ2重螺旋階段の形状 となり,レオナルド・ダ・ヴィンチが設計したと言われるフ
ランスのシャンボール城の階段などに実際に用いられている.
(a)懸垂面
(b)常螺旋面
図4.17極小曲面
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第5章 多様体
本章では,次章で多様体上の定理について述べるための準備として,多様体に関する基礎的な定
義,定理,命題を述べておく。ただし,定理・命題の証明は省略しているため,証明については
「
qを参照していただきたい。また,ハウスドルフ空間やコンパクトといった,集合論における基
本的な用語。概念については既知のものとする。参考文献としては,卜]をあげておく。
5.1 可微分多様体
位相空間Xの開集合 びから,m次元数空間Rれの開集合 び への同相写像
9・び→ び
′
が存在するとき,(耽9)をm次元座標近傍,りを び上の局所座標系という。このとき,任意の
p∈びに対して9o)はRつの点であるから,
90)=(″1,・2,  ,Zm)
と表すことができ,(zl,″2,…,″m)を(耽9)に関するPの局所座標という。また,座標近傍
にら9)のことを(び,■1,・2,  ,″π)と書くことがある。
鶴次元位相空間″ の2つの座標近傍 (耽9),(Zψ)が交わっているとすると,点P∈び∩yは,
90)=(・1,″2, ・,″π), ψO)=(νl,り, .,νm)
と2通りに局所座標表示される。このとき,
(νl,ν2,  ,νπ)=ψ(9~1(″1,″2, 。,″m))
が成り立ち,
ψ。9~1 9(び∩y)→ψ(び∩y)
が2つの局所座標 (“1,"2, 。,■m)と(νl,第, ,ν%)の関係を表している*1。 この写像ψo9~1
ψσ∩y)→ψ(び∩y)を,(耽9)から(zψ)への座標変換という。座標変換ψo9~1は同相写
*1正確にはψ,9をび∩yに制限した写像を用いてωμ∩y)。(9μ∩7)~1と書くべきであるが,煩雑になるた
め, このように表す
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像の合成であるから,同相写像である。ここで,各νl,ν2,―・,νれは (“1,"2,・…,″m)の関数であ
り,び∩y上で,
νl=νl(Zl,■2,…・,Zれ)
レ =ν2(■1,■2,…・,■m)
νれ=νれ(Zl,Z2,。… Zれ)
となっている。これらの関数に対して,
を座標変換のヤコビアンという。び∩y
(び;・1,・2,―・,″π)と(y;νl,第,…。,νれ)は同
∂νl   ∂νl       ∂νl
∂■1  ∂″2 ・… ∂″れ
ゝ   ∂ν2       ∂ν2
∂■1  ∂Z2 ・… ∂″れ
∂νれ  ∂νれ     ∂νπ
∂■1  ∂Z2  … ∂Zπ
の各点でヤコビアンの
じ向きであるという.
=da
符号が正 とな る とき ,
定義 位相空間ν が次の条件をみたすとき,Mをm次元σ∞級可微分多様体という。
(1)Mはハウスドルフ空間である。
(ii)Mのm次元座標近傍からなる族{(鴫,9α)}α∈スで,
M=∪硫
α∈ス
となるものが存在する。この{(比,9α)}α∈Aを,Mの座標近傍系とよぶ.
(iii)鴫∩鈴 ≠0であるような任意のα,β∈スについて,座標変換
9β09El:9α(υЪ∩こみ3)―→9β(υし∩こわ)
はσ∞級写像である。
本論文では,単に多様体といえばθ∞級可微分多様体を表すものとする。また,座標近傍系をう
まくとると,その座標近傍系に含まれるどの2つの座標近傍も同じ向きとなるようにできるとき,
多様体は向きづけ可能であるという.いま,向きづけ可能な多様体″ に,その中のどの2つの座
標近傍も同じ向きであるような座標近傍系S={(仇,9α)}α∈スをとったとする。このとき,Mを
向きづけられた多様体とよび,yの座標近傍 (y;νl,・…,νれ)は,Sに含まれる座標近傍と同じ向
きのとき正の座標近傍といい,そうでないとき負の座標近傍という。
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鶴 次元多様体 yの部分集合 五 は,五の任意の点 Pに対 し,Pを含む χ の座標近傍
(び;Zl,…。,″m)で,
Z∩び={(・1,・…,Zれ)∈びl πI+1=…・=Zπ=0} (0≦J<η)
となるとき,MのJ次元部分多様体であるという。また,五が″ の開集合であるとき,Lはχ
の2次元部分多様体であるという。
命題 5。■π次元多様体MのJ次元部分多様体は,それ自身J次元多様体である。
多様体 ″ から多様体 Ⅳ への写像 ∫:豚→ Ⅳ について,各点P∈Mのまわりの座標近傍
(鴫9)と∫0)∈Ⅳのまわりの座標近傍(zψ)をとり,
ψ。ノ。9~1:9(び)→ψ(y)
がσ∞級であるとき,∫:M→Ⅳ はθ∞級であるという。この定義は座標近傍のとり方によらな
い。以下では,多様体″ からⅣへのσ∞級写像の集合をθ∞(M,Ⅳ)で表し,とくに,多様体M
上のσ∞級関数の集合をθ∞(M)で表すこととする。
例 5.1実数の区間Iから多様体ν へのθ∞級写像c:I→Mを,M上のσ∞級曲線という。以
下では,単に曲線といえば,θ∞級曲線であるものとする。
ここで,有限開被覆に従属する■の分割定理とよばれる次の定理が成り立つ。
定理 5。1コンパクト多様体Mの有限開被覆{鴫}担1に対して,次の性質をみたす九∈σ(M)(j=
1,2,….,た)が存在する。
(i)0≦力≦1
(五)Supp(■)⊂硫
(iii)Σ担1九≡1
このような{∴}た1を,{硫}担1に従属する1の分割とよぶ。
ここで,境界をもつ多様体について述べておく。
R撃:={(″1,…・,Zn)∈RI″"≧0},   R『:={(31,・・・ ″れ)∈RI″m=0}
とおく。このとき,RmとR撃、R『は同相写像
(・1,…・,Zれ_1,Zれ)吟 (・1,・… ,″れ_1,Ca")
によって写りあうことに注意する。ここで,θ∞級可微分多様体を定義する際に用いた,座標近傍
(耽9)に関する定義を,「9が,位相空間Mの開集合びから,RTの開集合びへの同相写像であ
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ること」におきかえ,その他はθ∞級可微分多様体の定義とまったく同様に定義して得られる位相
空間を,境界をもつ多様体という.境界をもつ多様体χと,その座標近傍系{(硫,9α)}α∈スに対
して,
∂y:=∪9α~1(9α(硫)∩Rr)
α∈ス
を,χの境界とよぶ.
命題 5。2境界をもつ多様体Mの境界 ∂yは,yの(鶴-1)次元部分多様体である。また,M
が向きづけ可能であれば,∂χ も向きづけ可能である.
以下ではとくに断らない限り,多様体といえば,境界をもたない多様体を指すものとする。ただ
し,境界をもたない多様体Mは,空集合∂χ を境界としてもつ多様体とみなすことができる。ま
た,以下で述べる定理・命題のほとんどは境界をもつ多様体に拡張できる.
5.2 接ベク トル
5.2.1 接ベクトル
多様体y上の点Pのまわりで定義された任意の∫∈σ∞(M)に対して,実数υ(∫)が対応して,
(i)υ(λ∫+μg)=λυ(∫)十μυ(g)  (λ,μ∈R,∫,g∈θ∞υF))
(ii)υ(∫g)=υ(∫)gO)+∫0)υ(g)
をみたすとき,υを点pにおけるyの接ベクトルという。いま,し,υを点Pにおけるyの接ベ
クトルとし,接ベクトルの和鶴十υとスカラー倍λυ(λ∈R)を
(鶴+υ)(∫)=鶴(∫)+υ(∫),(λυ)(∫)=λ(υ(∫))
と定めれば,Pにおける接ベクトル全体はベクトル空間になる。このベクトル空間を多様体Mの
点Pにおける接ベクトル空間とよび,場(■√)で表す。
pを含む座標近傍 (び;zl,・2,…・,″m)をひとつ固定する.点Pにおいて,
(金)P:卜影0
と定めると,(£
)Pは
点Pにおける接ベク トルとなっている。 このとき,次の命題が成 り立つ .
命題 駐3(岳)P,(発)p…,G勇|)Pは,Ъα )の基底
であ乙
9」:ξ
'lFこ
重|:卓Ъ里就吟「鶴[ll争視堆19墓●2子』,とすない丸
9*∫:=∫。9
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と定めると,9*∫はPのまわりで定義されたσ∞級関数となる。このとき,υ∈TP(■√)に対して,
((α9)P(υ))(∫):=υ(9*∫)
とお くと,(α9)P(υ)∈T12(P)(Ⅳとな り,(α9)PはTP(M)から し (p)(Ⅳ)への写像 とな って い る。
この
(d9)P:場(M)→し。)(Ⅳ)
を,点Pにおける9の微分とよぶ。この写像(`″)Pは,線型写像となっている。
さらに,合成写像の微分に関して次の命題が成り立つ。
命題5.4y,Ⅳ,cをそれぞれm,η,9次元の多様体,9:ν→ Ⅳ,ψ:Ⅳ→ のをσ∞級写像とす
る。このとき,M上の点Pにおいて,
α(ψ。9)P=(αψ)9(2)。(α9)p:電わ(ルf)―→2Ъ。9(p)(C)
が成り立つ。
5.2.2 ベク トリレ場
多様体″ の各点Pに,pにおける接ベクトル為 ∈TP(y)がひとつずつ対応しているとき,
その対応 X=ゃっ}PcMをχ 上 のベ ク トル 場 とい う。2つのベ ク トル場 X={Xp}p∈M,y=
{yp}P∈Mが与えられたとき,
X+y={XP tt yp}P∈M
で定義されるベクトル場を,Xとyの和という。また関数∫:』ビ→Rに対して,
∫X={∫0)イp}p∈M
で定義されるベクトル場を,Xの∫倍とよぶ.
多様体Mの座標近傍QzL…っZ紛において,び上のベクトル場 発 を
ぢ];={(£)P}P∈び
と定める。いま,M上のベクトル場X={Xp}∈Mに対して,Pがび内の点であれば,命題5.3
より,
ろ=a(岳)P+。(金)p+…・+れ(轟)p
と表される。各&はPによって決まる実数であるから,び上の関数ξを:び→Rと考えられる。こ
こで,ベクトル場Xをび上に限って考えたものをXIびで表すことにすれば,
刑y=a岳+&島一十為島
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と表すことができる。この表示を,ベクトル場Xの(び;″1,…・,″π)上での局所座標表示といい,
各関数aを,ぢ論
に関するXの成分という.
π次元多様体yの座標近傍系を{じL;″lα,″2α,…・,″mα}とする。任意のα∈スについて,X
をしL上で
X=aα(非)+6α(み)一+れα(非)
と局所座標表示したときの成分ξlα,6α,…。,a∫がびα上のσ∞級関数となるとき,Xはχ 上
のθ∞級ベクトル場であるという。この定義は座標近傍系のとり方によらない。以下では,ν上
のσ∞級であるベクトル場全体の集合を箕(M)で表すこととする。
多様体″ と,X∈Ц■イ),∫∈σ∞いど)を考える。このとき″ 上の任意の点Pにおいて,
(X∫)0):=ギら(∫)
と定めることで,関数X∫∈σ∞(M)が得られる。この関数X∫を,関数∫にベクトル場Xを作
用させて得られる関数という。接ベクトルの性質から,∫,g∈σ∞(M),αbCRに対して,
X(α∫+″)=αX∫+bXク, X(∫ク)=(X∫)g+∫(Xg)
が成り立つことが確かめられる。
X,y∈χ(1イ)に対して,
lX,y](∫):=X(y∫)一y(x∫)(∫∈σ∞(1イ))
によって定義されるベクトル場lX,y]∈χ(M)をXとyのかっこ積という。かっこ積について
は以下の公式が成り立つ。ただし,X,xZ∈χ(″),∫,g∈σ∞(M)とし,0は任意のPcMに
零ベクトルを対応させるベクトル場とする。
(i)lX,y+z〕=lX,y]+[乙Z]
(ii)lX,y]=―[乙X]
(i五)[lX,y],Z]+[区Zl,Xl+[[Z,XI+y]=0 (ヤコピの恒等式という。)
(市)[∫X,gy]=∫glX,y]+∫(Xg)y―θ(y∫)X
5。3 微分形式
5.3.l λ次線型形式
多様体上の微分形式を定義するための準備として,一般のベクトル空間上のた次線型形式につい
て述べておく。
7をR上のπ次元ベクトル空間とする。7上のた次線型形式 (またはた次形式)とは,
ω:y×y×…。xy→R
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で,ω(Xl,X2,一・,Xん)が各 為 に関して線型であるものをいう。y上の た次形式のことを,た次
共変テンソルともいう。とくに,y上の1次形式はyからRへの線型写像である.y上の 1次
形式全体の集合をyの双対空間とよび,y*で表す。また,y上の た次形式全体のなす集合を
ん
∈oy*で表すことにする。
ん
ここで,ω,η∈● y*とα∈Rに対 して,和ω+ηとスカラー倍 御 を,
(ω+η)(Xl,…。,Xん)=ω(Xl,…・,Xん)+η(Xl,…。,Xん)
(ω)(Xl"…,る)=α(ω(Xl,…"為))
と定めれば,●y*はR上のベクトル空間となる。
まず,yの双対空間y*に関して次の命題が成 り立つ。
命題 5.5yの任意の基底をel,e2,…・ Cmとし,1次形式 ωこ:1/→R(j=1,2,….,m)を,
ωづ(C′)=δ″
によって定めると,q,ω2,…・,ωれ はy*の基底 となっている。このとき ωj:y→R(を=
1,2,….,m)は,cl,C2,…・,Cれに対応する双対基底 とよばれる。
ここで,ω,ηをそれぞれy上の た次形式,:次形式とするとき,ωとηのテンソル積 ωΘηを,
任意の Xl,.…,Xttz∈yに対して,
(ω●η)(Xl,…・,Xん+J):=ω(Xl,…。,Xλ)η(Xλ+1,・…,Xた十ι)
と定義する.このとき,ω●ηは (た+7)次形式となる.また,ω,η,ξを共変テンソルとするとき,
結合法則:(ω●η)●(=ω●(η●()
が成り立つため, これをωΘη●ξと表す。
た
また,●y*の基底および次元について,次の定理が成り立つ。
定理 5.2yの基底をel,e2,…・ Cれとし,それに対応する双対基底をωl,ω2,…・,ωmとする。こ
のとき,
{ωを(1)●…・Θ ωj(ん)}j(1)"..,`(ん)=1,2,…,れ
がCDy*の基底となる.とくに,●y*の次元はm2でぁる。
以下では,ん文字の置換群を6んで表し,置換σ∈6んの符号をε(σ)で表すこととする。いま,
ん次形式ωが,任意の置換 σ∈6んに対して,
ω(為①,為②… ,為0)=ω(Xl,れ_っ為 )
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となるとき,ωは対称 た次形式であるという。また,任意の0でないベクトルX∈yについて,
ω(X,…。,X)>0をみたすとき,ωは正定値であるという。とくに,対称2次形式ωで正定値で
あるものを内積とよび,ベクトル空間yに内積ωが与えられたとき,X∈yの長さ‖X‖,およ
び,X,y∈のなす角θが,
‖X‖‐■口 ,CoS θ=鰊
によって定義される。
また,た次形式ωが,任意の置換 σ∈6たに対して,
ω(為0,為②… ,為0)=εO)ω(Xl,X2,…っ為 )
となるとき,ωは交代た次形式であるという。y上の交代た次形式全体の集合を,∧y*で表す。
ここで,∧y*はcDy*の部分ベクトル空間となる。
ベクトル空間y上の交代た次形式ωと交代ι次形式ηの外積ω∧ηを,
ω∧ηlXl,X2,…っれ ■)=嘉
σ盈 :ε
鮨)ω(為①… ,為0)η(為。十⇒… ,為0→)
によって定義する。このとき,ω∧ηは交代 (ん+J)次形式となっている.外積に関して以下の
公式が成り立つ。ここで,ω,ω′を交代ん次形式,η,η′を交代J次形式,cを交代r次形式とし,
α,b∈σ∞(」И)とする。
(i)(αω+b′)∧η=αω∧η+bω′Aη
(ii)ω∧(αη tt bη
′)=αωAη+bω∧η′
(iii)ω∧η=(-1)んJη∧ω
(市)(ω∧η)∧ξ=ω∧(η∧ξ)
さらに,1次形式の外積については次の命題が成り立つ。
命題 5.61次形式ωl,ω2,…・,ωλ∈y*に対して,
が成 り立つ。
∧
y*の基底および次元に関して次の定理が成 り立つ。
定理 5.3yの基底をcl,c2,…・ Cmとし,それに対応する双対基底をωl,ω2,…・,ωれ とする。こ
のとき,
{ωj(1)∧…・∧ωを(λ)}1≦
`(1)<..・
<」(λ)≦れ
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がAy*の基底となる。 とくに,∧1/*の次元は(T)=肩ぎ実≒下 である。
5。3.2 共変テンソル場 と微分形式
前小節の準備のもとに,多様体上の微分形式を定義する.以下,多様体Mの点Pにおける接ベ
λ
クトル空間Ъ(M)上のん次形式全体の集合をQITP*(M)で表す。とくに,場(M)の双対空間を
TP*(■イ)で表し,余接ベクトル空間とよぶ.余接ベクトル空間について次の命題が成 り立つ.
命題 5。7多様体 ″ の座標近傍を (I1/;″1,・…,″れ)とする。■1,.…,″れ をび上のσ∞級関数とみ
なしたときの,各点P∈びにおける微分
(α・ 1)P,(ご"2)P,・
…,(dZ")p
は,Ъα )の基底 (岳)P,(発)pr…,G勇|)pに対応する双対基底
になってい乙
多様体Mの各点Pに,場(M)上のた次形式%がひとつずつ対応しているとき,その対応
ω={αり}PcMを″上のん次共変テンソル場という。とくにた=1のとき,M上の1次共変テン
ソル場のことをy上の1次微分形式とよぶ.y上のた共変テンソル場ω={%}Pc Mとι共変
テンソル場η={77p}p∈Mに対して,た+J次共変テンソル場ω●ηを,
ω●η:={ωP Θ 77P}p∈M
と定める。
例 5。2多様体″ 上のσ∞級関数∫の各点Pにおける微分 (″)PはTP(M)上の線型写像であった
から,1次形式であり,
″:={(″)P}p∈M
はM上の1次微分形式となる.このィを∫の全微分とよぶ。これは,第3章で定義した全微分
の一般化となっている。
ここで,多様体M上の1次微分形式ω={%}P∈Mの局所座標について考える。いま,多様体
χの座標近傍を(び;zl,・…,″m)とすると,命題5.7から,び上の点Pで%∈Ъ*(M)は,実数
AO),ん0),…・,メmo)を用いて,
%=AO)(α"1)P+ん0)(dZ2)p+…・+∫"(p)(dZm)p
と表される。ここで,Jl(P),ん0),…・,∫れ0)は各点Pに対して決まる実数であるからび上の関数
である.したがつて,ωはび上で,″1,.…,″れの全微分 山 1,…。,山れを用いて,
75
ω=Aα"1+んdZ2+…・+∫れdZれ
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と表すことができる。この表示をωの(び;zl,"2,…・,″m)に関する局所座標表示,A,ん,…。,九
をααl,α″2,・…,あれに関するωの成分という.
次に,た次共変テンソル場ω={吻}PcMの局所座標表示について考える。多様体yの座標近
傍を(び;″1,・…,πm)とすると,定理 5.2より,びの各点Pにおいて,
%= Σ な⇒,…ズo。)C亀①b●…●0亀Ob
t(1),…・,づ(た)
と表される.ただし,九(1),…■(ん)はび上の関数である。したがつて,ωはび上で,
ω= Σ なり,…″o山<⇒●…●α"づ0
J(1),事¨ (■)
と表される。この表示をωの(び;zl,・2,…・,■m)に関する局所座標表示,な1),事¨(ん)をd″,(1)●
・…●山。(ん)に関するωの成分という。
多様体Mの座標近傍系S,M上のた次共変テンソル場ωに対して,Sに属する任意の座標近
傍に関するωの局所座標表示の成分が,すべてθ∞級関数となるとき,M上のた次共変テンソル
場ωはθ∞級であるという.以下では,た次共変テンソル場ωはすべてθ∞級であるとする。
多様体y,Ⅳとθ∞級写像9:M→Ⅳ,およびⅣ上のた次共変テンソル場ω={%}P∈Nを
考える。 このとき,ωの9による引き戻しゲωを
(9*ω)P(Xl,…。 Xた):=ω9(p)((d9)P(Xl),…・,(d9)P(χλ))
によって定義する。引き戻しについて,次の命題が成 り立つ.
命題 5.8多様体y,Ⅳ,のとθ∞級写像9:ν→ Ⅳ,ψ:Ⅳ→C,およびの上の任意のた次共変
テンソル場ωに対して,
(ψ09)*(ω)=9*(ψ*ω)
が成り立つ。
定義 多様体y上のた次共変テンソル場ω={%}P∈Mがた次微分形式であるとは,各点Pにお
いて,%がTP(M)上の交代 た次形式であることをいう.
定理5.3を用いれば,た次共変テンソル場の局所座標表示と同様に,
ω= Σ なり,…・o daO∧…・亀0」(1)<…・<t(ん)
と局所座標表示することができる。
多様体 ″ 上のた次微分形式全体の集合をΩん(″)で表す。とくに,ΩO(M)はσ∞(M)と一致
するものとする.
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鶴次元多様体″ 上のω∈Ωん(M)の外微分あ ∈Ωん+1(M)を,
ЦXl…,4+→=Σ←1ア+Z。(Xl…,え,…っみ+1)
,=1
+Σ(-1ア+′∝区,XJ・1,…っえ,…"為,…"為+1)
を<J
と定義する.ただし,え,為はそれぞれ為 ,為を除くことを表す。とくに,ω c Ωl(M)のとき
に は ,
aズx,y)=x(ω(y))_y(ω(X))一ω(lX,y])
である。
命題 5.9任意のω∈Ωλ(M)に対して,
d(出υ)=0
となる。
5.4 微分形式の積分
m次元多様体χ 上のm次微分形式ωの積分を定義する。
C;■1,32,・…,″m)を″ の座標近傍とし,ωの局所座標表示を
ω=∫(・1,・…,″れ)α″1∧・…∧abπ
とする。びの中の開集合yが
y={(・
1,・…,■れ)∈び|―α<Z`<α,j=1,…。,m}
と表されるとき,7を正方形領域という。
ωの台supp(ω)が,正方形領域に含まれているときには,
ん
ω 年
二
…
二
JIZいっπ紛 山 1山2…・山 π
と定義すると,次の補題が成り立つ。
補題 乱1二….ニル L…っ開 あ1山2…記Zれの値は,suppoを含む正方形領域のとり方
によらない。
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″ を向きづけられたコンパクトm次元多様体であると仮定する。χ の各点はある正方形領域
に含まれることと,Mはコンパクトであるという仮定から,有限個の正方形領域
{yl,72,…・ 4}
によってMを被覆することができる.このとき,定理 5.1より,有限開被覆{z}肛1に従属する
1の分割 {洗}れ1を考えれば,
Supp(んω)⊂Supp(∴)⊂Z
であるから,supp(∴ω)は正方形領域に含まれており,各九ωは先に定義した方法で積分すること
ができる。そこで,コンパクト多様体M上のm次微分形式ωの積分を,
ん
ω:=喜
ん ん
ω
と定義する.
命題 5。10積分
ズ
ωの値は,向きづけられたコンパクト多様体Mとωのみで決まり,有限開被
覆{z}れ1や1の分割{九}た1のとり方によらない。
多様体y上の た次微分形式 ηについては,Mの向きづけられたコンパクトた次元部分多様体
Kに対して,包含写像をづ:K→χ とすれば,た次元多様体K上の た次微分形式 を*ηの積分
4j*η
が定義される。 これを簡単にIηと表す。
本章の最後に,境界をもつ多様体上の微分形式の積分に関する重要な定理であるス トー クスの定
理を述べておく。
ストー クスの定理
向きづけられた境界をもつπ次元多様体 ″ 上の任意の(m-1)次微分形式ηについて,
スィ
6均=IMη
が成り立つ。
境界をもたない多様体に関しては,境界が空集合であると考えれば,次の系が得られる.
系 向きづけられた境界をもたない鶴次元多様体 ν 上の任意の(m-1)次微分形式 ηについて,
ん
αη==0
が成 り立つ.
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本章では,前章の準備をもとにリーマン多様体の概念を導入し,第4章で示したガウス。ボンネ
の定理が2次元リーマン多様体においても成り立つことを証明する。また,ガウス。ボンネの応用
のひとつであるポアンカレ・ホップの指数定理の証明をおこなう.
6。1 リーマン多様体
多様体Mの各点Pにおいて,%がら(y)の対称た次形式になっているとき,た次共変テンソ
ル場ω={%}p∈Mをた次対称テンソル場という。とくに,多様体χ上の2次の対称テンソル場
ω={%}pCMで' の各点Pにおいて%が正定値となるものを,χ上のリー マン計量という.
以下, リー マン計量はαs2で表し,X,yc場(■√)に対して,
(X,y)=αS2(x,y)
と表すこととする。このとき,多様体χ 上の曲線cレ,切→ χ の長さを,速度ベクトル c(ι)の
長さ |lc(ι)||=(C(ι),C(ι))を用いて,
Ib Cltl洸
で定義する。すべてのι∈[α,司でι(ι)≠0であれば,空間曲線のときと同様に弧長パラメータ表
示することができる。リーマン計量αs2が与えられた多様体 (y,αs2)をリー マン多様体とよぶ.
本論文では,2次元リーマン多様体をとくにリー マン曲面とよぶことにする。リー マン計量につい
て次の定理が成り立つ。証明については,第5章と同様に「 劇を参照していただきたい。
定理 6.1コンパクト多様体ルfには,少なくともひとつのリー マン計量が入る。
ここで,π次元リー マン多様体 (y,αs2)のリー マン計量ds2の局所座標表示について考えてお
く。先に述べた共変テンソル場の局所座標表示を用いると,c;zl,・。,″π)上で,
ds2=Σんぁ2・α″′
0,′==1
と表される。ここで,αs2が対称テンソル場であることから,
ん=(£,身)=(島,金)=ん2
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である。 したがって,
とおけば,
d″zα″,=
α″2●α
"θ
+α物 ●α"o
αs2=Σん。山0。歳z+2Σttθttπ α均
●=1                   ●く′
と表すことができる。
とくにリーマン曲面 (″,αs2)の座標近傍 (び,″1,″2)上で,
E=(会,岳),F=(会,発),G=(島,発)
とおけば,リーマン計量 αs2は,
αs2=Eα″lα"1+2F αzl・α″2+σα″2α″2
と局所座標表示される。ここで,(び;zl,″2)における,各点での接ベクトル空間の正規直交基底の
場 el,c2と,その双対基底の場 ωl,のをとると,
(Cτ,C′)=ら , ω.(e′)=ら
であることから, リーマン計量αs2の局所座標表示は,
′~     2
となる.さらにここで,
αs2=ωl ωl+ω12  0υ2
∂
∂″1 ==α
Cl~・be2,  
発
==Cel―・
de2
とおけば,
EG_F2=(会,岳)(島,金)一(会,発)=しご―bの2
となる。 また,α"1∧αz2がΩ
2(y)の基底となっていることから,∫∈θ∞(び)を用いて,
ωl A ω2-∫α″1∧αZ2
と表すことができ,
∫=∫凌町∧α"2(る:i,τ:与)=ωl∧ω2(3:[,τ:与)=αα―bC=土～/1ヲ61_F2
が成 り立つ。ただし,符号はcL c2が覆≒,gりと同じ向きであれば正,そうでなければ負であ
る。したがって,
ωl∧ω2=土yEθ_F2山1∧山2
となり,ωl∧ω2は,同じ向きである正規直交基底の場のとり方によらず,同じ向きでない正規直
交基底の場に対しては符号が変わる。このωl∧ω2のことを,(向きづけられた)面積要素とよぶ。
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6.2 ガウス0ボンネの定理
本節では,第3章で証明したガウス・ボンネの定理が,よリー 般的にリーマン曲面上で成り立つ
ことの証明を行う。そのための準備として, リーマン曲面のガウス曲率を定義する。
前節と同様に,リーマン曲面 (M,αs2)の座標近傍 (び;zl,・2)上に,接ベクトル空間の正規直交
基底の場cl,c2および,その双対基底の場ωl,ω2をとる。あ1,d″2C Ω2(び)は,A,ん∈θ∞(び)
を用いて,
あ1=A ωl∧ω2,  あ2=んωl∧ω2
と局所座標表示される。このとき,μ∈Ωl(び)を
μ=―Aωl―んω2
と定め,cl,c2に関する接続形式とよぶ.接続形式μについて,
ω2∧μ=伽1,  一ωl∧μ=αω2
が成り立つことがわかる。逆にび上の1次微分形式μがこの関係式をみたせば,μはel,c2に関
する接続形式となる。
接続形式の定義は,正規直交基底の場のとり方に依存する。そこで,2組の同じ向きである正規
直交基底の場に関する接続形式の関係について考えよう。
補題 6.1正規直交基底の場el,c2に関する接続形式をμとし,別の正規直交基底の場αl,α2に関
する接続形式をルとする。ただし,2組の正規直交基底の場は同じ向きであるとする。ここで,θ
を,
(::)= (」:ifθ :詭:)(::)
をみたすものとすると,ル,μについて,
ル=μ―αθ,  αル=αμ
が成り立つ。
証明 el,c2の双対基底をωl,ω2とし,こ1,こ2の双対基底をあ1,あ2とする。このとき,
(1:)= (f:ゴθ :量う)(Z〕)
が成り立つことを用いてあ1の外微分 dう1を計算すると,
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あ1=α(COS θωl+sln θ ω2)
=(―Slll θ αθ∧ωl+cOS θ伽 1)+(coS θ αθ∧ω2+Sln θ漬ガ2)
=cos θ(ω2∧μ)+Sln θ(_ωl∧μ)+αθ A(―sln θ ωl+Cosθ ω2)
=(―Sln θ ωl+cos θ ω2)Aμ―(―sln θ ωl+cos θ ω2)A αθ
=あ2A(μ―αθ)
となる。同様に,あ2=~あ1∧(μ―αθ)となり,こ1,こ2に関する接続形式が,μ―αθであること
がわかる。 さらに, 命題59から,
αμ=αμ―α(αθ)=αμ
が得られる。                                          □
同じ向きでない正規直交基底の場をとったときについては,正規直交基底の場el,c2に関する接
続形式をμとすると,正規直交基底の場 el,一e2に関する接続形式は一μとなることが簡単な計算
で確かめられる。したがって,上の補題61と合わせると次の系が得られる。
系 接続形式の外微分 αμは同じ向きである正規直交基底の場のとり方によらず,同じ向きでない
正規直交基底の場をとると,符号が変わる。
接続形式の外微分中 はy上の2次微分形式であるから,ある正規直交基底の場el,c2の双対
基底の場ωl,ω2とκ ∈σ∞(び)を用いて,
αμ=K ωl∧ω2
と表すことができる。前節で述べたように,ωl∧ω2も,同じ向きである正規直交基底の場 el,c2
のとり方によらず,同じ向きでない正規直交基底の場に対しては符号が変わる。したがつて,各点
P∈″ におけるκ の値は一意的に決まり,このκO)を点Pにおけるχ のガウス曲率という。
次に,M上の曲線の曲率を定義する.M上の曲線cI→χが弧長パラメー タ表示されてい
るとし,cの速度ベクトルが,ある接ベクトル空間の正規直交基底の場el={(el)p}PcM,C2=
{(e2)P}p∈Mに対して,
C′(S)=ξl(S)el(s)+6(S)e2(S)
と表されているとする。ただし,cl(s),C2(S)は,それぞれ(el)c(s),(C2)c(s)を表す。このとき,測
地的曲率ベクトルλgを,
たg=(ξl′+μ(Cr)6)el+(&′―μ(Cr)ξl)e2
と定める。また,曲線c(s)の左向き単位法線ベクトルπg(S)を,
ηg(S)=-0(S)el(s)+ξl(S)e2(S)
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と定義 し,測地的曲率 κgを,
κg=(たg,ng)
と定義する。 ここで,
|ICr(S)||=ξ12+02=1
であるから,cl(s)からc/(s)への角をθ(s)として,
ξl(S)=COS θ(s), c(S)=SIn θ(s)
となる.よつて,測地的曲率に関して,
κg=((ξl′十μ(ど)6)el+(&′―μ(Cr)ξl)e2,~Oel+ξlC2〉
=ξ16′―Oξl′―(ξ12+62)μ(び
=θ′―μ(cr)
が成り立つ。したがって,次の補題が成り立つ。
補題 6.2リーマン曲面 (y,αs2)と,″の接ベクトル空間の正規直交基底の場cl,c2が与えられ
ているとする。このとき,″上の弧長パラメータ表示された曲線 c(s)に対して,cl(s)とび(S)の
なす角をθ(s)とすると,
κθαs+c*μ=αθ
が成 り立つ。
この補題を用いて,次の命題を示す。
命題 6.1リーマン曲面 ν 上の単連結な領域Dの境界が,Dを左手にみる弧長パラメータ表示さ
れた閉曲線cI→Mであるとする。このとき,
Iκg(S)α
S+兎κ ωl∧ω2=27r
が成 り立つ。
証明 ス トー クスの定理より,
I:」
【ωl∧ω2=兎αμ=Iμ
であるから,補題61を用いれば,
Iκg(S)α
S+ノ
lKωl∧ω2=Iκg(S)αS+Iμ=Iαθ
83
第6章 リーマン曲面上の定理
となる。
Iα
θの値は,閉曲線 cを一周する間のθの変化量であるから,27Tの整数倍である. ここ
で, リーマン計量の変形
αs争:=(1-7)αS2+7(α″l ″1+α″2α"2) (τ∈[0,11)
を考える。τが0→1と動くとき,∴αθの変化は連続的でなければならないが,値は27の整数
倍であることから,不変であることがわかる。7=1のとき, リーマン計量は通常のユークリッド
平面のものと一致する。さらに,ユー クリッド平面上で閉曲線を連続的に変形して小さな円にすれ
ば,elは方向がほとんど変わらず,円の接ベクトルは1回転するので,Iαθの値は2πとなる。
したがって,
Iκg(S)α
S+ノlKωl∧
ω2=27「
が得られる。                                         □
この補題を用いて, リーマン曲面上の三角形に関するガウス・ボンネの定理を証明する。
三角形に関するガウス・ボンネの定理
向きづけられたリーマン曲面 (M,αs2)上の,ある座標近傍 (び,″1,″2)内の3つの曲線
Cl,0,C3に囲まれた単連結な三角形領域を,とし,Dの内角をα,β,γとする。このとき,
境界∂Dの測地的曲率κg'D内の各点におけるガウス曲率Kに関して,
が成り立つ。
ID gα
S+ノ:K ωl∧ω2=~π+α+β+γ
証明 領域Dを,それぞれの角の近 くでなめらかに丸めた領域をDεとする (図61参照)。 ただ
し,ε―→0のとき,Dε→ Dとする。このとき,補題61より,
IDε 
θ==2π
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となり,補題 6。1の証明から,
αθ=-7「十α+β+γ
が成 り立つ。
証明 領域Dを鶴個の三角形 Dl,….,Dれに分割したとき*1,頂点の総数をη,辺の総数をJと
する。
ここで,三角形の頂点のうち∂D上にあるものの数をたとすると,∂D上の辺の数もんである。
それぞれの三角形は3本の辺をもつことと,∂D上の辺はひとつの三角形のみに含まれ,∂D上に
ない辺はふたつの三角形に共有されることから,3π=た+2(:一ん)となっている。したがつて,
ん=2ι-3mとなり,Dl,…。,D"の内角の総和は
7rた+27「(2-ん)=2πη-27Fι+37rm
図6.1:角の近 くで丸める
ID gα
S+兎κ  ωl∧ω2=ID
□
大域的なガウス・ ボンネの定理
向きづけられたリーマン曲面 (M,αs2)上の有界領域Dについて,その境界 ∂Dは空集合,ま
たは,領域Dを左手にみる有限個のなめらかな閉曲線 とする。このとき,∂Dの測地的曲率
をち とすると,
IDκgdS+I:」
κ ωl∧ω2=27χ(Iフ)
が成り立つ。ここで,χ(D)は,領域Dのオイラー数である。とくに,yがコンパクトであ
るとき,
IMκωl∧ω2=27「χ(』
y)
が成 り立つ。
*1このような分割が可能であることは[q参照
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となる.
ゆえに,三角形 Dl,…。,Dれに関するガウス・ボンネの定理の総和をとれば,∂D上にない辺で
は測地的曲率の積分が打ち消し合い,
ΣE(IDt gJS+ノl ωl∧ω2)=ID g+ノ:K ωl∧ω2
=-7rm+(27rη- πι+37r7稔)=27「(2+m―:)
=2πχ(D)
が成 り立ち,定理は示された。 □
hら∞ ― 訃 +1=
???
?
?
?
??
6。3 ポアンカレ・ホップの指数定理
ガウス・ボンネの定理の応用として,ポアンカレ・ホップの指数定理を示す。Xをχ 上の有限
個の点Pl,….,pれを除いたところで定義された0とならないベクトル場とする。いま,p=pJを
ひとつとり,Pのまわりの単連結な座標近傍びを,{pl,…。,多を,.…,pπ}の点を含まないようにと
る。このとき,び=び、レ}とおき,pを内部に含む弧長パラメー タ表示されたθ∞級の単純閉曲
線c:Ю,司→びを考える。Xc(。)とXc(s)のなす角φ(s)をs∈p,月において連続となるように
定めると,Xc(。)=X.)であるから,φ(7)―φ(0)は2πの整数倍である。このとき,ベクトル場
XのPにおける指数indPxを,
indPX:=二(J)一φ(0)
2π
によって定義する.すなわち,X9がpのまわりを1周まわる間にX9が何回転したかを表す値で
ある。この値は整数値であることから,曲線 cを連続的に変形しても変わらないことがわかる。
ここで ,
Cl:={X9/IX91}9∈び′
と定めることで,び上の単位ベクトル場elが得られ,cl,e2が正規直交基底の場となるようにe2
をとることができる。このとき,前節と同様に c′(s)がCl(S)となす角をθ(s)とおくと,
―(θ(ι)一θ(0))+27=φ(J)一φ(0)
が成り立つことから,
となる。
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ポアンカレ・ホップの指数定理
向きづけられたコンパクト2次元多様体M上の有限個の点Pl,.…,pれを除いたところで定
義された0とならないベクトル場Xに対して,
Σ hらX=ズM)
p=p.,.¨,Pη
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証明 定理6.1より,Mにはリーマン計量as2が入り, リーマン多様体とみなすことができる。
各pたのまわりの,pた以外のPl,….,動を含まない座標近傍内に,pんを中心とする半径 εの円
を描き,M上に移したものを%(ε):p,Jλ]→Mとする。また,各cん(ε)の内部からpんを除い
た領域をDん(ε)とし,Mからcl(ε),…・,%(ε)の内部を除いた領域をDとする。このとき,補題
6.2,ストー クスの定理およびガウス・ボンネの定理から,
27χ(■イ)=ズκωl∧ω2=JιKωl∧ω2+']ノ
:ん(ε)」
κωl∧ω2
=兎dμ+Σ
]/1(ε)ωl∧
ω2=兎D 十,]ノ:ん(ε)ωl∧ω2
=―Σl。 +Σんん。ωl∧ω2
=Σl。∈g αS~αの+Σん.。Kωl A ω2
=ΣE(27「(inらまχ-1)+Iん
(ε)κ
g as十ブ:ん(ε)K ωl∧ω2)
=27 Σ  indPX
P=P■,・ ,¨pπ
となる。 したがつて,
□
Σ indPX=χ(M)
p p■,. ,¨Pη
が成り立つ。
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付録A 微分積分学の諸定理
本論文で用いた,微分積分学に関する定理・命題を述べておく。証明は省略しているため,微分
積分学の適当な教科書p]「01,常微分方程式に関する教科書plなどを参照していただきたい。
A.l α 級関数・σr級写像
η変数関数
∫(・1,・…,・っ)
のr階偏導関数が存在し,かつ連続であるとき,∫はσr級関数であるという。とくに,∫が任意
の自然数rに対してθr級関数となっているとき,∫はσ∞級関数であるという。
また,写像9:Rれ→Rれを,
9(・1,・…,″π)=(■(・1,…・,″π),ん(・1,…・,"れ),…。,■れ(・1,・…,Zπ))
とする。このとき,各座標関数A,….,九がσr級関数であれば,9はσr級写像であるという。
とくに,各Jl,….,九がσ∞級関数であるとき,9はσ∞級写像であるという。
A.2 双曲線関数
双曲線関数は,
cosh″==Cπ
 tt C~", sinhz==C・~C~・
, tanh″==:塁[壬==:卜葦{F手
と定義される。双曲線関数については,三角関数 と類似 した,以下の公式が成 り立つ。
(i)COSh2 z_sinh2 z=1
(li)Sinh(.+ν)=Sinh.coshν+cosh″sinhν
(iii)COSh(″+ν)=COSh″cosh ν+sinh z sinh ν
(市)Sinh 2z=2sinh z cosh z
(V)COSh 2″=cosh2.+sinh2 z
(Vi)Sinh′″=cosh″, cosh′″=Sinh z
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A。3 本文で用いた諸定理
定理A.1(陰関数定理)点(■。,拗,Zo)を含む領域で,F(″,ν,Z)がσ∞級であり,
F(・,ν,Z)=0,鳥(″o,節,約)≠0
とする。このとき,″ν平面上の点 ("。,約)の近傍で,次の条件 (i)(ii)(iii)をみたす関数∫(″,ν)が,
一意的に定まる。
(i)F(・,ν,∫(“,ν))=0
(ii)掏=∫(Zo,蜘)
。⇒%=―島, %=―島
定理 A.2(逆関数定理)点(αl,α2,…。,απ)の近傍 びで定義された,″1,.…,■っのη個のθ∞級
関数
銑=ん(Zl,・…,■れ) (を=1,2,…。,2)
のヤコビ行列式
∂νl  ∂71       ∂νl
∂Zl  ∂″2   …  ∂Zπ
∂ν2  ∂ν2      磁
∂"1  ∂″2   
…  ∂
"π
∂‰ ∂%   勿π
∂■1  ∂32   …  ∂
"れ
が,点(αl,α2,・…,απ)で0でないならば, 点(■(αl,…・,απ),….,九(αl,…・,αれ))を含むある領
域yで定義された,η個のσ∞級関数
Zぅ=昴(νl,・・,%)(に1,2,…,2)
・ て,,
■(gl(νl,…・,第),…。,%(νl,・…,%))=銑
となるものが存在する。
定理A.3(ロピタルの定理)関数∫(■),g(・)が区間 (α,α+ε)で微分可能で,
π螺。∫0=π堺。90=0
をみたし,メ勢れ∫
′
(・)/g′(・)が存在するならば,
″彗騨。器=π螺。器
が成 り立つ。
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A。4 常微分方程式の解の一意性
ztをtの関数とする。このとき,Rれ+1の開領域yで定義された関数んを用いて,
争=んいち…メ→ 0=1…,→
によって与えられるη個の方程式を,正規形の常微分方程式という。ただし,
∴いち…"Z→,誘 0,ノ=1…,→
は,び上で連続であるとする。
定理 A.4正規形の常微分方程式は,yの各点 ι。,αl,….,αれに対して,ι。を含むある区間で定義
された解
Zを=9t(ι) (j=1,…・,π)
で,条件 9:(ι。)=αををみたすものが存在する.さらに,2つの解
″を=9j(ι), ″`=ψo(t) (j=1,…・,2)
が,9ぅ(to)=ψぅ(ιo)=αぅをみたすならば,定義区間の共通部分で9ぅ(ι)とψ,(t)は一致する。
9■
付録B 線型代数の諸定理
本論文で用いた,線型代数に関する命題 0定理を述べておく。ただし,正方行列や対称行列と
いった基本的な用語の定義,命題・定理の証明は省略しているため,「4を参照していただきたい。
ここでは,行列の成分はすべて実数であるものとする。
B。1 行列式
η次の正方行列 ス= (|li  :::  ill)
の行列式detスは,η次の置換群 6π,置換 σ∈6っの符号ε(σ)を用いて,
det五=Σεけ)αlく⇒α2σ②…・απσ0
σ∈6_
と定義される。行列式は,以下の性質をもつ。ここで,Iは単位行列を表す。
(i)detスは,スの各列について線型
(五)det五は,Aの列について交代的
(i五)det」=1
また,行列式に関して次の公式が成 り立つ。ただし,■,3をπ次の正方行列 とし,t4は■の転
置行列を表す。
(1)det五=det t五
(ii)det(ス3)=detスdet B
2次および3次の正方行列の行列式は,面積および体積という幾何学的な意味をもつ.
命題 B.1平面上の2つのベクトル α,bで張られる平行四辺形の面積は ldet(α,b)|に等しい.ま
た,det(o,b)の符号は,α,bが左回りのとき正,c,bが右回りのとき負となる。
命題 B.2空間内の3つのベクトル α,b,cで張られる平行六面体の体積は ldet(a,b,C)|に等しい。
また,det(0,b,C)の符号は,c,b,cが右手系のとき正,o,b,cが左手系のとき負となる。
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B.2 固有値と固有ベクトル
η次正方行列スに対して,
スυ=αυ (υ≠o,α∈R)
が成り立つとき,αをスの固有値,υをαに対する(またはαに属する)スの固有ベクトルという.
定理 B。1■を2次正方行列,Pをη次の正則行列とする。このとき,
P~1■P
の固有値は,スの固有値と一致する。
実対称行列の固有値に関しては次の定理が成り立つ。
定理 B.2η次実対称行列五の固有値 αl,….,αれはすべて実数である。さらに,スが零行列でな
いならば,αl,….,αれのうち少なくとも1つは0でない。
定理 B。32次実対称行列スの固有値をαl,….,αれとするとき,
叫傷・〕
となる直交行列Tが存在する。すなわち,スはある直交行列Tを用いて対角化される。
η次実対称行列スの固有値 αl,….,αれのうち,正であるものの個数をP,負であるものの個数
を9とするとき,p-9を■の符号数といい,sgn五と表す。
B.3 シュミットの直交化法
η次元ベクトル空間yに内積(,)とノルム‖ ‖,および基底υl,.…,υπが与えられていると
する。 このとき,鶴1:=υlとし,り=2,…。,ηに対しては,
‥―Σ器%
と定めれば,鶴1,….,3れは,yの直交基底 となる。さらに,
eを:=面
   (j=1'2,…
.,2)
とすれば,正規直交基底 el,.…,cれを得ることができる。
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